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9. Âèäû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

9.1. Áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

Ïóñòü ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ p ïîÿâëåíèÿ
ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè (èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè). Îáîçíà÷èì ξ � ñëó-
÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â n èñïûòàíèÿõ. Ïî

�îðìóëå Áåðíóëëè

P (ξ = m) = Pn(m) = Cm
n p

mqn−m, ãäå q = 1− p, m = 0,1, . . . , n. (9.1)

Îïðåäåëåíèå 9.1. �àñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çà-

äàâàåìîå íèæåïðèâåäåííîé òàáëèöåé, íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì.

ξ 0 1 2 . . . k . . . n− 1 n

P qn npqn−1 C2
np

2qn−2
. . . Ck

np
kqn−k

. . . npn−1q pn

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè n è p.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ äëÿ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì:

M(ξ) = np; D(ξ) = npq. (9.2)

Ïðèìåð 9.1. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñòðåëêîì â ìèøåíü ðàâíà 0,8. Íà-
ïèñàòü áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ � ÷èñëà ïîïàäàíèé â ìèøåíü ïðè òð¼õ âûñòðåëàõ. Íàéòè M(ξ) è D(ξ).

◭ Äàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ:

0 (ñòðåëîê íå ïîïàë â ìèøåíü íè ðàçó), 1 (ïîïàë îäèí ðàç), 2 (ïîïàë äâà

ðàçà), 3 (íè ðàçó íå ïðîìàõíóëñÿ). Çäåñü p = 0,8, q = 1− p = 0,2, n = 3.
Ïî �îðìóëå Áåðíóëëè (9.1) íàéäåì:

P (0) = C0
3 · (0,8)0 · (0,2)3 =

1

125
, P (1) = C1

3 · (0,8)1 · (0,2)2 =
12

125
,

P (2) = C2
3 · (0,8)2 · (0,2)1 =

48

125
, P (3) = C3

3 · (0,8)3 · (0,2)0 =
64

125
.

Îòìåòèì, ÷òî P (0) + P (1) + P (2) + P (3) = 1.
�ÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåò âèä:

ξ 0 1 2 3

P 0,008 0,096 0,384 0,512
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Íàéä¼ì M(ξ) è D(ξ) äâóìÿ ñïîñîáàìè.
1 ñïîñîá. Ïî îáùèì �îðìóëàì äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

M(ξ) =
3∑

k=0

xkpk = 0 · 0,008 + 1 · 0,096 + 2 · 0,384 + 3 · 0,512 = 2,4.

D(ξ) =M(ξ2)−M2(ξ) =
= 02 · 0,008 + 12 · 0,096 + 22 · 0,384 + 32 · 0,512− 2,42 = 0,48.

2 ñïîñîá. Ïî �îðìóëàì (??) äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

M(ξ) = np = 3 · 0,8 = 2,4 D(ξ) = npq = 2,4 · 0,2 = 0,48. ◮

Ïðèìåð 9.2. Íà ñêëàäå 20% ïðèáîðîâ ÿâëÿþòñÿ íåòî÷íûìè. Âçÿòû 5

ïðèáîðîâ äëÿ ïðîâåðêè. Ñîñòàâèòü òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ � ÷èñëà òî÷íûõ ïðèáîðîâ ñðåäè ïðîâåðåííûõ. Îïðåäåëèòü ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå M(ξ) è D(ξ).

◭ Âåðîÿòíîñòü îòáîðà íåòî÷íîãî ïðèáîðà q = 0,2, à òî÷íîãî ïðèáîðà
p = 1− q = 0,8. Â äàííîé çàäà÷å èìååì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Çàïè-

øåì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ:

ξ 0 1 2 3 4

p 0,25 C1
5 · 0,8 · 0,24 C2

5 · 0,82 · 0,23 C3
5 · 0,83 · 0,22 C4

5 · 0,84 · 0,2
ξ 5

p 0,85

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóåì Maxima-ïðîãðàììó:

(%i1) load(distrib)$ fpprintpre:4$

(%i3) P:makelist(pdf_binomial(k, 5, 0.8), k, 0, 5);

(%o4) [3.2 ∗ 10−4
, 0.0064, 0.0512, 0.205, 0.41, 0.328℄

MathCad-ïðîãðàììà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è:

k := 0..5 Pk := dbinom(k, 5, 0.8)
P =

(
3.2× 10−4 6.4× 10−3 0.051 0.205 0.41 0.328

)

Ñîãëàñíî �îðìóëàì (9.2), ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M(ξ) = np = 5 · 0,8 = 4, à äèñïåðñèÿ D(ξ) = npq = 5 · 0,8 · 0,2 = 0,8.
Îòâåò: M(ξ) = 4, D(ξ) = 0,8. ◮

Ïðèìåð 9.3. Â ïàðòèè ïîñòóïèâøèõ íà ñêëàä äåòàëåé 10% áðàêîâàí-

íûå. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè n=15 äåòàëåé. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ �
÷èñëî áðàêîâàííûõ äåòàëåé ñðåäè âûáðàííûõ. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî áóäåò âûáðàíî áîëåå òð¼õ

áðàêîâàííûõ äåòàëåé. Ïîñòðîèòü ãðà�èê ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ξ.

◭Ïî �îðìóëå Áåðíóëëè (12.1) íàéäåì:

P (ξ = k) = Ck
n · (0,1)k · (0,9)n−k, k = 0, 1, . . . , 15.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèìåíÿåì �îðìóëóM(ξ) =
15∑

k=0

k · P (ξ = k).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè ïðèìåíÿåì �îðìóëó

D(ξ) =M(ξ2)−M2(ξ), ãäå M(ξ2) =
15∑

k=0

k2 · P (ξ = k).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ÷òî áóäåò âûáðàíî áîëåå òð¼õ áðàêîâàííûõ

äåòàëåé íàõîäèì

P_3_15 =
15∑

k=4

P (ξ = k) èëè P_3_15 = 1−
3∑

k=0

P (ξ = k) .

Âûïîëíÿòü òàêîé îãðîìíûé îáú¼ì ðàáîòû äîëãî è íåèíòåðåñíî, ïîýòî-

ìó ïèøåì Maxima-ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî ïðèâåä¼ííûì �îðìóëàì ïîëó÷èò

è âûâåäåò âñå òðåáóåìûå ðåçóëüòàòû. Ïðîãðàììà î÷åíü ïðîñòàÿ è ïîíÿòíàÿ.

Ïðè ïîìîùè âñòðîåííîé �óíêöèåé pdf_binomial(k, n, p) êîòîðàÿ âû÷èñ-

ëÿåò ïî �îðìóëàì (9.1) çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííîãî ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîçäà¼ì

ìàññèâ P , â êîòîðûé çàïèñûâàåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ. Â ñïèñîê G çàïèñû-

âàåì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà. Ôóíêöèÿ plot2d,

ïî êîîðäèíàòàì ñïèñêà G ñòðîèò ãðà�èê, ðèñ. 34. Èñïîëüçóÿ �óíêöèþ sum,

íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M , äèñïåðñèþ D ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
è èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü P_3_15.

kill(all)$ load(distrib)$ fpprintpre:3$ n:15$ p:0.1$

array(P,n)$

fillarray(P,makelist(pdf_binomial(k, n, p), k, 0, n))$

G:makelist([k,P[k℄℄,k,0,n);

plot2d([disrete,G℄, [x,0,8℄,[style,points℄,

[gnuplot_postamble, "set grid;"℄)$

M:sum(k*P[k℄,k,0,n);

D:sum(k^2*P[k℄,k,0,n)-M^2;

P_3_15:sum(P[k℄,k,4,n);

�åçóëüòàòû

(G)[[0,0.206℄,[1,0.343℄,[2,0.267℄,[3,0.129℄,[4,0.043℄,[5,0.011℄,

[6,0.00194℄,[7,2.77*10^-4℄,[8,3.08*10^-5℄,[9,2.66*10^-6℄,

[10,1.77*10^-7℄,[11,8.96*10^-9℄,[12,3.32*10^-10℄,

[13,8.51*10^-12℄, [14,1.35*10^-13℄,[15,1.0*10^-15℄℄

(M) 1.5

(D) 1.35

(P_3_15) 0.0556

◮
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9.2. �àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

Ïóñòü â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè n → ∞, p → 0, òàê, ÷òî

np → λ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü Pn(m) ïðèáëèæ¼ííî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

�îðìóëû Ïóàññîíà:

P (ξ = m) =
λm

m!
e−λ, λ > 0. (9.3)

Îïðåäåëåíèå 9.2. �àñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çà-

äàâàåìîå �îðìóëîé (9.3), íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà èëè ïóàññîíîâñêèì

ðàñïðåäåëåíèåì.

Çàïèøåì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà â âèäå òàáëèöû:

ξ 0 1 2 . . . m . . .

p e−λ λe−λ λ2

2!
e−λ

. . .

λm

m!
e−λ

. . .

Èòàê, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, ïîëó÷èì:

M(ξ) = D(ξ) = λ. (9.4)

Ïðèìåð 9.4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå îêàæåòñÿ áðàêîâàííûì,

ðàâíà 0,02. Ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà 120 èçäåëèé. Çàïèñàòü çàêîí ðàñïðåäåëå-

íèÿ ÷èñëà áðàêîâàííûõ èçäåëèé â âûáîðêå. Íàéòè M(ξ) è D(ξ).

◭ Çäåñü n = 120 è p = 0,02. Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ âåëè÷èíà áîëüøå 100,

à âòîðàÿ � ìåíüøå 0,1, òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó
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Ïóàññîíà (9.3). Ïàðàìåòð λ = np = 120 · 0,02 = 2,4; èç òàáëèöû íàéäåì, ÷òî

e−2,4 = 0,0907. Òîãäà

P (ξ = 0) =
2,40 · e−2,4

0!
= 0,0907, P (ξ = 1) =

2,41 · e−2,4

1!
= 0,2177,

P (ξ = 2) = 0,2612, P (ξ = 3) = 0,2090, ...

Çäåñü íàèáîëüøàÿ âåðîÿòíîñòü ïðè k = 2. �àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ìîæíî

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ 0 1 2 3 ... k ...

p 0,0907 0,2177 0,2612 0,2090 ... 2,4k · e−2,4/k! ...

M(ξ) = λ = 2,4 D(ξ) = λ = 2,4.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà P (ξ = m) =
λm

m!
e−λ

â êîìïüþ-

òåðíûé ïàêåò Maxima âñòðîåíà �óíêöèÿ pdf_poisson(m,a), à â ïàêåò MathCad

� dpois(m,λ).
Maxima-ïðîãðàììà.

(%i1) load(distrib)$

(%i2) fpprintpre:5$ n:120$ p:0.02$ a:n*p;

(%i5) P:makelist(pdf_poisson(k, a), k, 0, n);

(%o5) [0.091, 0.218, 0.261, 0.209, 0.125, 0.06, 0.024, 0.008, ...

◮

Ïðèìåð 9.5. Â ïàðòèè ïîñòóïèâøèõ íà ñêëàä äåòàëåé 1% áðàêîâàí-

íûå. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàëè n=400 äåòàëåé. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ �
÷èñëî áðàêîâàííûõ äåòàëåé ñðåäè âûáðàííûõ. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî áóäåò âûáðàíî áîëåå ïÿ-

òè áðàêîâàííûõ äåòàëåé. Ïîñòðîèòü ãðà�èê ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ íà îòðåçêå x ∈ [0;L + 4σ(ξ)], ãäå σ(ξ) �ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå
îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

◭Ýòîò ïðèìåð ïîäîáåí ðåø¼ííîìó âûøå ïðèìåðó 9.3, òîëüêî ÷èñëî èñïû-

òàíèé çíà÷èòåëüíî áîëüøå è ïðèìåíåíèÿ �îðìóë Áåðíóëëè çàòðóäíèòåëüíî.

Ïðèìåíÿåì �îðìóëû Ïóàññîíà (9.3). Çäåñü λ = n p = 400 · 0,1 = 4.

P (ξ = k) =
4k

k!
e−4, k = 0, 1, . . . , n.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ïðèìåíÿåì �îð-

ìóëó M(ξ) = D(ξ) = λ = 4. σ(ξ) =
√

D(ξ) = 2.
ÏèøåìMaxima-ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî ïðèâåä¼ííûì �îðìóëàì ïîëó÷èò è

âûâåäåò âñå òðåáóåìûå ðåçóëüòàòû è ñòðîèò ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

íà îòðåçêå x ∈ [0; 12], ðèñ. 35.
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kill(all)$ load(distrib)$ fpprintpre:3$ n:400$ p:0.01$ L:n*p;

M:L$ D:L$ S:sqrt(D); m1:0$ m2:fix(L+4*S);

array(P,100)$

fillarray(P,makelist(L^k/k!*exp(-L), k, 0 ,m2))$

G:makelist([k,P[k℄℄,k,m1,m2);

plot2d([disrete,G℄, [x,m1,m2℄,[gnuplot_postamble, "set grid;"℄)$

P_5_n:1-sum(P[k℄,k,0,5);

Âûâîä ïðîãðàììû

(L) 4.0

(S) 2.0

(m2) 12

(G) [[0,0.0183℄,[1,0.0733℄,[2,0.147℄,[3,0.195℄,[4,0.195℄,

[5,0.156℄,[6,0.104℄,[7,0.0595℄,[8,0.0298℄,[9,0.0132℄,

[10,0.00529℄,[11,0.00192℄,[12,6.42*10^-4℄℄

(P_5_n) 0.215

◮

Ïðèìåð 9.6. Â äèñïåò÷åðñêîé àâòîïðåäïðèÿòèÿ ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê,

ïîñòóïàþùèõ â îäíó ìèíóòó, ðàâíî 2. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çà

îäíó ìèíóòó: íå ïîñòóïèò âûçîâà, ïîñòóïèò 1, 2, 3, ... âûçîâîâ.

◭Êîëè÷åñòâî âûçîâîâ ξ, ïîñòóïèâøèõ çà âðåìÿ t, èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Ïóàññîíà:

Pt(ξ = k) =
(λt)k · e−λt

k!
,

ãäå λ � ñðåäíåå ÷èñëî ñîáûòèé â åäèíèöó âðåìåíè (èíòåíñèâíîñòü). Â äàííîì

ñëó÷àå λ = 2, t = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

P1(ξ = 0) =
20 · e−2

0!
≈ 0,135, P1(ξ = 1) =

21 · e−2

1!
≈ 0,271,

P1(ξ = 2) =
22 · e−2

2!
≈ 0,271, P1(ξ = 3) =

23 · e−2

3!
≈ 0,180, ...

Îòâåò:

ξ 0 1 2 3 ...

P 0,135 0,271 0,271 0,180 ...

◮

9.3. �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ ðÿä íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé (¾ïîïûòîê¿) äëÿ äîñòè-

æåíèÿ íåêîòîðîãî ðåçóëüòàòà (ñîáûòèÿ A), è ïðè êàæäîé ïîïûòêå ñîáûòèå
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A ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Òîãäà ÷èñëî ïîïûòîê ξ äî ïîÿâëåíèÿ
ñîáûòèÿ A, âêëþ÷àÿ óäàâøóþñÿ, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ: m = 1, 2, . . . , m, . . . Âå-
ðîÿòíîñòè èõ ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

ðàâíû

P (ξ = m) = pqm−1, m = 1, 2, . . . . (9.5)

ãäå 0 < p < 1, q = 1− p.
�ÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò âèä

ξ 1 2 3 . . . m . . .

P p pq pq2 . . . pqm−1 . . .

M(ξ) =
1

p
, D(ξ) =

q

p2
. (9.6)

Ïðèìåð 9.7. Äåòàëè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ íåîãðàíè÷åííî, ïðîâåðÿþò äî

ïîÿâëåíèÿ áðàêîâàííîé. Âåðîÿòíîñòü áðàêà äëÿ êàæäîé äåòàëè îäèíàêîâà

è ðàâíà 0,6. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ � ÷èñëà ïðîâåðåííûõ äåòàëåé. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(ξ),
äèñïåðñèþ D(ξ) è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ(ξ) ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ξ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî áóäåò ïðîâåðåíî áîëåå ÷åòûð¼õ äåòàëåé.

Ïîñòðîèòü ãðà�èê ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà îòðåçêå

k ∈ [0; 8].

◭ Èñïîëüçóåì �îðìóëó äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (9.5) ïðè

p = 0,6, q = 0,4.

P (ξ = k) = 0,6 · 0, 4k−1, k = 1, 2, . . . .

P (ξ = 1) = 0,6; P (ξ = 2) = 0,6 · 0,4 = 0,24;
P (ξ = 3) = 0,6 · 0,42 = 0,096; P (ξ = 4) = 0,6 · 0,43 = 0,0384; . . . . . .
P_5_n = 1− (0,6 + 0,24 + 0,096 + 0,0384) = 0,0256.

Maxima-ïðîãðàììà:

kill(all)$ load(distrib)$ fpprintpre:3$

p:0.6$ q:1-p; K:8$

M:1/p; D:q/p^2; S:sqrt(D);

P:makelist(p*q^(k-1), k, 1 ,K);

P_5_n:1-sum(P[k℄, k, 1, 4);

plot2d([disrete,P℄, [x,1,K℄,[style,points℄

[gnuplot_postamble, "set grid;"℄)$

◮
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P

�èñ. 36. �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðèìåðà 9.7

9.4. Çàäà÷è èç òèïîâîãî ðàñ÷åòà

Çàäà÷à 1.8

Ïðèìåð 9.8. Ïðîèçâîäèòñÿ ñòðåëüáà ïî ìèøåíè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
� ÷èñëî ïîïàäàíèé â öåëü.

à) Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå 0,6. Áûëî ïðîèçâåäåíî

12 íåçàâèñèìûõ âûñòðåëîâ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

ξ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò íå ìåíåå 10 ïîïàäàíèé â öåëü.

á) Âåðîÿòíîñòü ïðîìàõà ïðè êàæäîì âûñòðåëå 0,99 è áûëî ïðîèçâåäåíî
200 íåçàâèñèìûõ âûñòðåëîâ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-

ñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò áîëåå

äâóõ ïîïàäàíèé â öåëü.

◭ M( ξ) = np = 12 · 0,6 = 7,2, D( ξ) = npq = 7,2 · 0,4 = 2,88.
Ïî �îðìóëå Áåðíóëëè Pn(m) = Cm

n p
mqn−m

íàéäåì:

P12(10) = C10
12 · 0,610 · 0,42 = 66 · 0,610 · 0,42 ≈ 0,0639.

P12(11) = C11
12 · 0,611 · 0,4 = 12 · 0,611 · 0,4 ≈ 0,0174.

P12(12) = 0,612 ≈ 0,0022.

P (A) = P12(10) + P12(11) + P12(12) ≈ 0,0639 + 0,0174 + 0,0022 = 0,0835.

á) Âåðîÿòíîñòü ïðîìàõà ðàâíà 0,99, ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,01.

Ïðèìåíÿåì �îðìóëó äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

P (ξ = m) =
λm

m!
e−λ, λ > 0.

λ = np = 2
M(ξ) = D(ξ) = λ = 2.



9. �ÒÓ�ÌÈ�ÝÀ, êà�åäðà ÂÌèÏ, Áåðêîâ Í.À. 147

P (A) = 1− (P200(0) + P200(1) + P200(2))

P (ξ = 0) =
20 · e−2

0!
= 0,1353.

P (ξ = 1) =
21 · e−2

1!
= 0.2707

P (ξ = 2) =
22 · e−2

2!
= 0.2707

P (A) = 1− (P (ξ = 0) + P (ξ = 1) + P (ξ = 2)) = 0,323.◮

Çàäà÷à 1.9

Ïðèìåð 9.9. Êóáèê áðîñàþò äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ øåñòåðêè èëè ïÿòåð-

êè (÷èñëî áðîñêîâ íåîãðàíè÷åííî). Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåò-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà ïðîèçâåä¼ííûõ áðîñêîâ. Íàéòè ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ξ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò

ïðîèçâåäåíî îò äâóõ äî ïÿòè (âêëþ÷èòåëüíî) áðîñêîâ.

◭ Èñïîëüçóåì �îðìóëó äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (9.5)

P (ξ = m) = pqm−1, m = 1, 2, . . ., ïðè p = 1/3, q = 2/3.

P (ξ = k) = 1/3 · (2/3)k−1 = 2k−1/3k, k = 1, 2, . . . .

P (ξ = 1) = 1/3; P (ξ = 2) = 1/3 · 2/3 = 2/9;
P (ξ = 3) = 1/3 · (2/3)2 = 4/27; P (ξ = 4) = 1/3 · (2/3)3 = 8/81;
P (ξ = 5) = 1/3 · (2/3)4 = 16/243; . . .

ξ 1 2 3 4 5 . . . k . . .

P 1/3 2/9 4/27 8/81 16/243 . . . 2k−1/3k . . .

M(ξ) =
1

p
= 3.

D(ξ) =
q

p2
= 6.

P = 2/32 + 4/33 + 8/34 + 16/35 =
54 + 36 + 24 + 16

343
=

130

243
≈ 0,535.

◮
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9.5. �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Èç íåïðåðûâíûõ çàêîíîâ íà ýòîì çàíÿòèè èçó÷èì ðàâíîìåðíîå è ýêñïî-

íåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

�àñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ

ðàâíîìåðíûì íà [a; b], åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííà è îòëè÷íà

îò 0 íà ýòîì îòðåçêå è ðàâíà íóëþ âíå åãî:

f(x) =

{
C ïðè x ∈ [a; b],
0 ïðè x /∈ [a; b].

Ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà [a; b] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

f(x) =

{ 1

b− a
ïðè x ∈ [a; b],

0 ïðè x /∈ [a; b].
(9.7)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà [a; b] ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû:

F (x) =







0 ïðè x < a,
x− a

b− a
ïðè a 6 x 6 b,

1 ïðè b < x.

(9.8)

M(ξ) =
a+ b

2
; D(ξ) =

(b− a)2

12
. (9.9)

Ïðèìåð 9.10. Öåíà äåëåíèÿ øêàëû èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà ðàâíà 0,1.
Ïîêàçàíèÿ ïðèáîðà îêðóãëÿþò äî áëèæàéøåãî öåëîãî äåëåíèÿ. Íàéòè âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñíÿòèè ïîêàçàíèé ïðèáîðà áóäåò ñäåëàíà îøèáêà,

ïðåâûøàþùàÿ 0,03.

◭Îøèáêó îêðóãëåíèÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî äåëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, êîòîðàÿ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ìåæäó

äâóìÿ öåëûìè äåëåíèÿìè. Ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì

ïî �îðìóëå (9.7), ãäå äëèíà èíòåðâàëà b−a â äàííîé çàäà÷å ðàâíà 0,1. Îøèá-
êà îòñ÷¼òà ïðåâûñèò 0,03, åñëè îíà áóäåò çàêëþ÷åíà â èíòåðâàëå (0,03; 0,07).
Ïî �îðìóëå

P (a < ξ < b) =
b∫

a

f(x)dx, f(x) =

{ 1

b− a
ïðè x ∈ [0; 0,1],

0 ïðè x /∈ [0; 0,1].
íàéäåì:

P (0,03 < ξ < 0,07) =

0,07∫

0,03

10 dx = 0,4.
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Îòâåò: 0,4. ◮

Ïðèìåð 9.11. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåë¼ííîé ðàâíîìåðíî â îòðåçêå [1,9℄.

◭Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â äàííîì ñëó÷àå

âûðàæåíèÿìè (9.9). Òàê êàê a = 1, b = 9, òî ñðàçó íàéäåì

M(ξ) =
1 + 9

2
= 5, D(ξ) =

(9− 1)2

12
=

16

3
≈ 5,333.

Îòâåò: M(ξ) = 5, D(ξ) = 16/3 ≈ 5,333. ◮

Ïðèìåð 9.12. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ñ
M(ξ) = 9/2 è D(ξ) = 25/12. Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ξ.

◭Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â �îðìóëå (9.8) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ a è b.
Èñïîëüçóÿ (9.9), äëÿ îïðåäåëåíèÿ a è b ñîñòàâèì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

a+ b

2
=

9

2
,

(b− a)2

12
=

25

12
.

Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî b > a, ïîëó÷èì a = 2, b = 7. Ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ îêîí÷àòåëüíî ïðèìåò âèä:

F (x) =







0 ïðè x 6 2,
x− 2

5
ïðè x ∈ (2, 7],

1 ïðè x > 7.

◮

9.6.Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

Îïðåäåëåíèå 9.3. �àñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà-

çûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì (ïîêàçàòåëüíûì), åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ èìååò âèä:

f(x) =

{
λe−λx

ïðè x > 0,
0 ïðè x < 0, ãäå λ > 0.

(9.10)

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì λ > 0.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

F (x) =

{
1− e−λx

ïðè x > 0,
0 ïðè x < 0.

(9.11)

M(ξ) =
1

λ
; D(ξ) =

1

λ2
. (9.12)
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Ïðèìåð 9.13. Äëÿ êàêîãî çíà÷åíèÿ a �óíêöèÿ f(x) = ae−λx
ïðè x > 0 è

f(x) = 0 ïðè x < 0 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíà?

◭Òàê êàê f(x) = 0 ïðè x < 0, òî

∫ ∞

0

f(x)dx =

∫ ∞

0

ae−λxdx = 1.

Îòñþäà

−a
λ
e−λx

∣
∣
∣

∞

0
= 1 ⇒ a/λ = 1 ⇒ λ = a.

Îòâåò: a = λ. ◮

Ïðèìåð 9.14. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïî ïî-

êàçàòåëüíîìó çàêîíó (12.2) ñ ïàðàìåòðîì λ = 0,07. Íàéòè ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, å¼ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðî-

èòü ãðà�èêè ýòèõ �óíêöèé. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ,

ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ξ ïîïàä¼ò â èíòåðâàë (2, 10).

◭ Ñ ó÷¼òîì (9.12) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M(ξ) = 1/λ = 1/0,07 = 100/7 ≈ 14,286.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (9.11) äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ, èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü íàéäåì êàê ïðèðàùåíèå ýòîé �óíêöèè íà èíòåð-

âàëå (2, 10):

P (2 < ξ < 10) = F (10)−F (2) = 1− e−0,7 − 1+ e−0,14 ≈ 0,8693− 0,4965 =
= 0,373.

Ýòó æå âåðîÿòíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü êàê

P (2 < ξ < 10) =

10∫

2

0,07e−0,07tdt = −e−0,07t
∣
∣
∣

10

2
≈ 0,373.

Îòâåò: P (2 < ξ < 10) ≈ 0,373. ◮

Ïðèìåð 9.15. Âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòà ðàñïðåäåëåíî ïî ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó f(x) = 0,03·e−0,03t(t > 0). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ýëåìåíò ïðîðàáîòàåò áåçîòêàçíî â òå÷åíèå 200 ÷àñîâ.

◭Äëèòåëüíîñòü âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòà èìååò ýêñïîíåíöè-

àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ó êîòîðîãî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (t) = 1− e−λt
.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû t (òàê íàçûâàåìàÿ �óíêöèÿ íà-

äåæíîñòè) èìååò âèä:

R(t) = 1− F (t) = e−λt,
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ãäå λ � èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ èëè ñðåäíåå ÷èñëî îòêàçîâ â åäèíèöó âðåìåíè.
Â äàííîì ïðèìåðå èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ λ = 0,03. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

R(200) = e−0,03·200 = e−6 ≈ 0,003.

◮

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

9.1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàñõîä ãîðþ÷åãî îäíèì àâòîìîáèëåì â äåíü íå

áóäåò ïðåâûøàòü íîðìû ðàâíà 0,9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ÷åòûð¼õ

ìàøèí àâòîáàçû ðàñõîä ãîðþ÷åãî çà äåíü áóäåò â íîðìå äëÿ k àâòîìîáèëåé

(k = 0, 1, 2, 3, 4).
9.2. Â öåõå íàõîäèòñÿ ÷åòûðå ñòàíêà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäûé èç

íèõ áóäåò îñòàíîâëåí â òå÷åíèå îïðåäåë¼ííîãî îòðåçêà âðåìåíè äëÿ ñìåíû

äåòàëåé, ðàâíà 0,3. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çà ýòî âðåìÿ áóäóò

îñòàíîâëåíû 0, 1, 2, 3, 4 ñòàíêà. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
÷èñëà îñòàíîâèâøèõñÿ ñòàíêîâ.

9.3. Çàâîä îòïðàâèë íà áàçó 300 èçäåëèé. Âåðîÿòíîñòü ïîâðåæäåíèÿ èç-

äåëèÿ â ïóòè ðàâíà 0,01. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïîâðåæä¼ííûõ
èçäåëèé â ïóòè. Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì Ïóàññîíà.

9.4. Áðàê ïðîäóêöèè öåõà ñîñòàâëÿåò 4%. Îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà çàáðàêîâàííûõ èçäåëèé öåõà èç 150 ïðîâåðåí-

íûõ.

9.5. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ëþáîé àáîíåíò ïîçâîíèò íà êîììóòàòîð â òå÷å-

íèå ÷àñà, ðàâíà 0,005. Òåëå�îííàÿ ñòàíöèÿ îáñëóæèâàåò 400 àáîíåíòîâ. ×åìó
ðàâíû äèñïåðñèÿ è ñðåäíåå ÷èñëî àáîíåíòîâ, êîòîðûå ïîçâîíÿò íà êîììóòà-

òîð â òå÷åíèå ÷àñà? Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì Ïóàññîíà.

9.6. Èíòåðâàë äâèæåíèÿ òðàìâàÿ 6 ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ïàññàæèð, ïîäîøåäøèé ê îñòàíîâêå, áóäåò îæèäàòü òðàìâàé ìåíåå 4 ìèíóò.

9.7. Âðåìÿ îæèäàíèÿ ó áåíçîêîëîíêè àâòîçàïðàâî÷íîé ñòàíöèè ÿâëÿåòñÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñî ñðåä-

íèì âðåìåíåì îæèäàíèÿ, ðàâíûì 10 ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî: à)

5ìèí < ξ <15ìèí, á) ξ > 20 ìèí.

Äîìàøíåå çàäàíèå.

Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.8, 1.9, 1.11 è 1.12 òèïîâîãî ðàñ÷¼òà.


