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7. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, å¼ ñâîéñòâà. Äèñêðåòíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èõ ñâîéñòâà.

7.1.Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 3.

Êðîìå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è âåðîÿòíîñòåé èõ ïîÿâëåíèÿ, â òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé íàñ îáû÷íî èíòåðåñóþò íåêîòîðûå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñî ñëó÷àé-

íûìè ñîáûòèÿìè è íàçûâàåìûå ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ðåçóëü-

òàòà èñïûòàíèÿ, ò.å. ÷èñëîâîé �óíêöèåé îïðåäåë¼ííîé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-

ñòðàíñòâå 〈Ω,A, P 〉. �äå Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn, . . .} � ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ

èñõîäîâ (ðåçóëüòàòîâ) èñïûòàíèé, A � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-

ñòâà Ω, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè è îáðàçóþò

σ-àëãåáðó, à P � ìåðà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì

âåðîÿòíîñòè.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = f(ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî
ìåðû P �óíêöèÿ íà Ω. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ

ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ξ (îáîçíà÷èì èõ Aξ) èõ ïðîîáðàçû, ò.å. ìíîæåñòâà Aω,

äëÿ êîòîðûõ f(ω) ∈ Aξ, äîëæíû ïðèíàäëåæàòü A è äëÿ íèõ, ñëåäîâàòåëüíî,

äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü P : Ω → [0; 1], P{ξ ∈ Aξ} = P{Aω}.
Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ èçìåðèìàÿ

�óíêöèÿ ξ, îïðåä¼ëåííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå 〈Ω,A, P 〉, ïðè-
íèìàþùàÿ ñâîè çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Ò.å. ýòî îòîáðàæåíèå ξ : Ω → R.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áóäåì èçîáðàæàòü ãðå÷åñêèìè áóêâàìè: ξ (êñè), ζ

(äçåòà), η (ýòà), θ (òåòà) è ò.ä., à èõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñòðî÷íûìè ëàòèí-

ñêèìè áóêâàìè: x, y, z è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Äèñêðåòíîé íàçûâàþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòî-

ðàÿ ïðèíèìàåò îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ èç êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ñ÷¼òíîãî

ìíîæåñòâà.

Ò.å. âñå ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî ¾ïåðåñ÷èòàòü¿ � ïîñòàâèòü èì â ñîîòâåòñòâèå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

�îâîðÿò, ÷òî âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñîñòàâëÿþò åe

ñïåêòð.



7. �ÒÓ�ÌÈ�ÝÀ, êà�åäðà ÂÌèÏ, Áåðêîâ Í.À. 105

Îïðåäåëåíèå 7.3. Íåïðåðûâíîé íàçûâàþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó êîòî-

ðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èëè áåñêî-

íå÷íîãî ïðîìåæóòêà. ×èñëî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî.

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çàêîíîì

(ðÿäîì) ðàñïðåäåëåíèÿ � òàáëèöåé, â êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû âñå çíà÷åíèÿ,

ïðèíèìàåìûå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè (ñì.

òàáë. 7.1.) �ðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìíî-

ãîóãîëüíèêîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàáëèöà 7.1

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ x1 x2 . . . xn
p p1 p2 . . . pn

Ïðè ýòîì ñóììà âåðîÿòíîñòåé äîëæíà áûòü ðàâíà 1.

n∑

i=1

pi = 1.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþòñÿ

íåçàâèñèìûìè, åñëè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñîáûòèÿ ξ = xi è η = yj ïðè
ëþáûõ ñî÷åòàíèÿõ çíà÷åíèé i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · · , n.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ïðîèçâåäåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà ïîñòîÿí-

íîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà αξ, ïðèíèìàþùàÿ âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ αxi ñ òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè, ñ êàêèìè ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

xi.

Îïðåäåëåíèå 7.6. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξk (k �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ âîçìîæíûìè

çíà÷åíèÿìè xki è âåðîÿòíîñòÿìè âåðîÿòíîñòÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
P (xki ) = P (xi), i = 1, n.

Îïðåäåëåíèå 7.7. Ñóììîé (ðàçíîñòüþ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η áóäåò
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = ξ±η, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

xi ± yj ñ âåðîÿòíîñòÿìè
pij = P (ξ = xi) · P (η = yj) = pi · p′j, i = 1, k, j = 1, n.

Îïðåäåëåíèå 7.8. Ïðîèçâåäåíèåì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ
è η áóäåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = ξ · η âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ðàâíû

ïðîèçâåäåíèÿì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η � xi · yj, à
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè ïåðåìíîæàþòñÿ.

�ÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ · η áóäåò èìåòü âèä
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ζ = ξη x1y1 · · · x1yn · · · xky1 · · · xkyn
P p1p

′
1 · · · p1p

′
n · · · pkp

′
1 · · · pkp

′
n

Ïðèìåð 7.1. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ñëåäóþùèì çàêî-

íîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

ξ 4 6 7 10 11

p 0,1 0,3 0,2 0,3 0,1

Ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ.

◭Âîçüì¼ì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïðè÷¼ì ïî îñè àáñöèññ áó-

äåì îòêëàäûâàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ xi, à ïî îñè îðäèíàò � ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå âåðîÿòíîñòè pi. Íàíåñåì òî÷êè

M1(4; 0,1),M2(6; 0,3),M3(7; 0,2),M4(10; 0,3),M5(11; 0,1)

è ñîåäèíèì èõ îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Ñ ó÷¼òîì áîêîâûõ îðäèíàò ïîëó÷èì çà-

ìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê. ◮

x i

Pi

4 6 7 10 11

0,1

0,2

0,3

�èñ. 26. Ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåðà 7.1

Ïðèìåð 7.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ïîÿâëåíèé öè�ðû 5 ïðè îä-

íîêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû.

◭Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå 0, åñëè ïðè áðîñàíèè

èãðàëüíîé êîñòè öè�ðà 5 íå ïîÿâèòñÿ, è 1, åñëè öè�ðà 5 ïîÿâèòñÿ. Èõ âåðî-

ÿòíîñòè

P (ξ = 0) = 1− 1

6
=

5

6
, P (ξ = 1) =

1

6
.

Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

ξ 0 1

p 5/6 1/6

◮

Óñëîæíèì íåìíîæêî ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.



7. �ÒÓ�ÌÈ�ÝÀ, êà�åäðà ÂÌèÏ, Áåðêîâ Í.À. 107

Ïðèìåð 7.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ïîÿâëåíèé öè�ðû 5 ïðè

òð¼õêðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

◭Â äàííîì îïûòå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò ïðèíÿòü ÷åòûðå çíà÷åíèÿ:
0, 1, 2 èëè 3. Íàéä¼ì èõ âåðîÿòíîñòè.

Åñëè âñå òðè ðàçà íå âûïàëà öè�ðà ïÿòü, òîãäà ξ = 0

P (ξ = 0) =

(
5

6

)3

=
125

216
.

Åñëè âñå òðè ðàçà âûïàëà öè�ðà ïÿòü, òîãäà ξ = 3

P (ξ = 3) =

(
1

6

)3

=
1

216
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (ξ = 1) è P (ξ = 2) ïðèìåíÿåì �îðìóëó

ïîâòîðíûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè

Pn(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m.

P (ξ = 1) = C1
3

(
1

6

)(
5

6

)2

=
75

216
.

P (ξ = 2) = C2
3

(
1

6

)2(
5

6

)

=
15

216
.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåò âèä:

ξ 0 1 2 3

p
125

216

75

216

15

216

1

216

Îòìåòèì, ÷òî

3∑

i=0

pi = 1. ◮
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Ïðèìåð 7.4. Â ãðóïïå èç 15 òóðèñòîâ 10 ÷åëîâåê èç Ìîñêâû. Íàóäà÷ó

îòîáðàíû 3 òóðèñòà. Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òóðèñòîâ èç

Ìîñêâû ñðåäè îòîáðàííûõ.

◭ Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî òóðèñòîâ èç Ìîñêâû ñðåäè

îòîáðàííûõ � ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ:

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3.

Âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ξ íàéäóòñÿ çäåñü ïî �îðìóëå ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

P (ξ = k) = Ck
n · Cm−k

N−n/C
m
N ,

ãäå N � îáùåå ÷èñëî òóðèñòîâ, n � êîëè÷åñòâî òóðèñòîâ èç Ìîñêâû,m � ÷èñëî

îòîáðàííûõ òóðèñòîâ, k � ÷èñëî òóðèñòîâ èç Ìîñêâû ñðåäè îòîáðàííûõ. Òîãäà

P (ξ = 0) =
C0

10 · C3
5

C3
15

=
2

91
, P (ξ = 1) =

C1
10 · C2

5

C3
15

=
20

91
,

P (ξ = 2) =
C2

10 · C1
5

C3
15

=
45

91
, P (ξ = 3) =

C3
10 · C0

5

C3
15

=
24

91
.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåò âèä:

ξ 0 1 2 3

p 2/91 20/91 45/91 24/91

Îòìåòèì, ÷òî, êàê è ïîëîæåíî,ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå. ◮

Ïðèìåð 7.5. Â ïàêåòå èìåþòñÿ 4 êàðòî÷êè ñ íîìåðàìè îò 0 äî 3. Íà-
óäà÷ó äîñòàëè äâå êàðòî÷êè. Ïðèíÿòü çà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ñóììó íî-
ìåðîâ âûáðàííûõ êàðòî÷åê. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ.

◭Èç ÷åòûð¼õ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü âñåãî øåñòü èñõîäîâ äàííîãî èñïû-

òàíèÿ:

ω1 = "0+1", ω2 = "0+2", ω3 = "0+3", ω4 = "1+2", ω5 = "1+3", ω6 = "2+3".

Âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ êàæäîé èñõîäà îäèíàêîâû è ðàâíû 1/6, íî ñóì-

ìà, îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì 3, âñòðå÷àåòñÿ äâà ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ:

ξ 1 2 3 4 5

p 1/6 1/6 1/3 1/6 1/6

◮
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Ïðèìåð 7.6. Àâòîìîáèëü îòïðàâëÿåòñÿ èç ïóíêòà A â ïóíêò B. Íà
ïóòè äâèæåíèÿ àâòîìàøèíû 4 ñâåòî�îðà, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðàçðå-

øàåò äàëüíåéøåå äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3, ëèáî çàïðå-

ùàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,7. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ïðîéäåííûõ
ìàøèíîé ñâåòî�îðîâ äî ïåðâîé îñòàíîâêè. Ïîñòðîèòü òàáëèöó ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

◭Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 0, 1, 2, 3,
4. Íàéäåì âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè îíà ïðèíèìàåò ýòè çíà÷åíèÿ. Çäåñü èìååò

ìåñòî ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ãäå p = 0,7, q = 0,3. P (ξ = 0) � âåðî-

ÿòíîñòü, ÷òî àâòîìàøèíà íå ïðîéäåò íè îäíîãî ñâåòî�îðà, ò.å. îñòàíîâèòñÿ

ïåðåä ïåðâûì. Íî ýòà âåðîÿòíîñòü, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ðàâíà 0,7.

P (ξ = 0) = 0,7.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, P (ξ = 1) åñòü âåðîÿòíîñòü ñîâìåùåíèÿ äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ñîáûòèé: ìàøèíà ïðîéäåò ïåðâûé ñâåòî�îð è îñòàíîâèòñÿ ïåðåä âòîðûì.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P (ξ = 1) = p · q = 0,7 · 0,3 = 0,21.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, íàéäåì, ÷òî

P (ξ = 2) = p · q2 = 0,063, P (ξ = 3) = p · q3 = 0,0189,

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = 4, åñëè àâòîìîáèëü ïðîåõàë áåç îñòàíîâîê âñå 4

ñâåòî�îðà è îñòàíîâèëñÿ òîëüêî â ïóíêòå B

P (ξ = 4) = q4 = 0,0081.

Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

ξ 0 1 2 3 4

p 0,7000 0,2100 0,0630 0,0189 0,0081

Îòìåòèì, ÷òî, êàê è ïîëîæåíî,ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå. ◮
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7.2.×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

�àññìîòðèì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 3.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè-

÷èíó. Îäíàêî èíîãäà óäîáíåå õàðàêòåðèçîâàòü å¼ ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ÷èñ-

ëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò îäíî èç ñâîéñòâ ýòîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îäíîé èç òàêèõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ:M(ξ),Mξ,M [ξ], E(ξ),
Eξ, E[ξ]. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðâîå îáîçíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 7.9. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì M(ξ) äèñêðåòíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ñóììà ïðîèçâåäåíèé âñåõ å¼ çíà÷åíèé íà

ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè:

M(ξ) =

n∑

i=1

xipi. (7.1)

ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíñòàíòû ðàâíî êîíñòàíòå:

M(C) = C.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü âûíîñèòñÿ çà çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ:

M(C · ξ) = C ·M(ξ).

3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ âåëè÷èí:

M(ξ + η) =M(ξ) +M(η). (7.2)

Çàìå÷àíèå 7.1. Ñâîéñòâà 2 è 3 ïîçâîëÿþò äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξn è ÷èñåë C1, . . . , Cn íàïèñàòü:

M(C1ξ1 + . . .+ Cnξn) = C1M(ξ1) + . . .+ CnM(ξn).

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå âåëè÷èíû ñëó÷àéíûå, êðîìå ñðåäíåãî çíà-

÷åíèÿ, ïîëåçíî áûëî áû çíàòü õàðàêòåðèñòèêó ñòåïåíè èõ ðàçáðîñà âîêðóã

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîé õàðàêòåðèñòèêè íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü

îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ξc = ξ−M(ξ),
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ò.ê. îíî ñëó÷àéíî. Â ñðåäíåì ýòî îòêëîíåíèå ðàâíî íóëþ:

M(ξ −M(ξ)) =M(ξ)−M(M(ξ)) =M(ξ)−M(ξ) = 0.
Îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ξc = ξ −M(ξ) íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ðàçáðîñà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âîêðóã

å¼ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îò-

êëîíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.10. Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà å¼ îòêëîíåíèÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ:

D(ξ) =M(ξ −M(ξ))2. (7.3)

Äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

D(ξ) =
∑

i

(xi −M(ξ))2 · pi. (7.4)

Èíîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé:

D(ξ) =M(ξ2)− (M(ξ))2. (7.5)

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè.

(1) D(ξ) > 0.

(2) D(C) = 0.

(3) D(C · ξ) = C2 ·D(ξ).

(4) Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η: D(ξ ± η) = D(ξ) +D(η).

Âûâåäåì �îðìóëó äëÿ äèñïåðñèè äâóõ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ
è η.

D(ξ + η) =M
(
((ξ + η)c)

2
)
=M

(
((ξ + η −M(ξ + η)))2

)
=

= M
(
((ξ −M(ξ) + η −M(η)))2

)
=M

(
(ξc + ηc)

2
)
= M

(
ξ2c + 2ξcηc + η2c

)
=

= M(ξ2c ) +M(η2c ) + 2M(ξcηc) = D(ξ) +D(η) + 2cov(ξ, η)
Ïîëó÷èëè îáùóþ �îðìóëó äëÿ äèñïåðñèè ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí.

D(ξ + η) = D(ξ) +D(η) + 2cov(ξ, η) (7.6)

Îïðåäåëåíèå 7.11. Êîâàðèàöèåé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η, îïðå-
äåë¼ííûõ íà îäíîì âàðèàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå îò ïðîèçâåäåíèÿ öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξc è ηc
.
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cov(ξ, η) =M
(
(ξ −M(ξ))(η −M(η))

)
. (7.7)

Ýêâèâàëåíòíàÿ �îðìóëà äëÿ êîâàðèàöèè.

cov(ξ, η) = M(ξη)−M(ξ)M(η). (7.8)

Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë äèñïåðñèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà õàðàêòå-

ðèçóåò ñòåïåíü ðàññåÿíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îêîëî å¼ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

(ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ).

Îäíàêî, åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå M(ξ) èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ñà-

ìà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî D(ξ) èìååò äðóãóþ ðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ êâàäðà-

òó ðàçìåðíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ýòî íå âñåãäà óäîáíî, ïîýòîìó ââåëè

äðóãóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàññåÿíèÿ, èìåþùóþ òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è ñàìà

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Îïðåäåëåíèå 7.12. Ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ íàçûâàþò êâàäðàòíûé êîðåíü èç å¼ äèñïåðñèè:

σ(ξ) =
√

D(ξ). (7.9)
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Ïðèìåð 7.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðÿäîì ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:

ξ 1,2 1,6 2,3 3,2 4,5

p 0,2 0,4 0,1 0,2 0,1

Îïðåäåëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå

îòêëîíåíèå äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

◭Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé âñåõ åå âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé íà èõ âåðîÿòíîñòè:

M(ξ) =

n∑

i=1

xi · pi

èëè

M(ξ) = 1,2 · 0,2 + 1,6 · 0,4 + 2,3 · 0,1 + 3,2 · 0,2 + 4,5 · 0,1 = 2,2.

Äèñïåðñèþ íàéä¼ì äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1) Ïî �îðìóëå (7.4)

D(ξ) =M(ξ −M(ξ))2 =
n∑

i=1

(xi −M(ξ))2 pi =

= (1,2− 2,2)2 · 0,2 + (1,6− 2,2)2 · 0,4 + (2,3− 2, 2)2 · 0,1 +
+ (3,2− 2,2)2 · 0,2 + (4,5− 2,2)2 · 0,1 = 1,074.

2) Äëÿ íàõîæäåíèÿ äèñïåðñèè ïî �îðìóëå (7.5)

D(ξ) =M(ξ2)− [M(ξ)]2 .

Ñíà÷àëà íàéäåì M(ξ2) =
n∑

i=1

x2ipi:

M(ξ2) = 1,22 · 0,2 + 1,62 · 0,4 + 2,32 · 0,1 + 3,22 · 0,2 + 4,52 · 0,1 =
= 1,44 · 0,2 + 2,56 · 0,4 + 5,29 · 0,1 + 10,24 · 0,2 + 20,25 · 0,1 = 5,914.

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ

D(ξ) = 5,914− 2,22 = 1,074.

Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå íàéäåì êàê êîðåíü êâàäðàòíûé èç äèñ-

ïåðñèè:

σ(ξ) =
√

D(ξ) =
√

1,074 ≈ 1,036.

Îòâåò: M(ξ) = 2,2; D(ξ) = 1,074; σ(ξ) ≈ 1,036. ◮
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Ïðèìåð 7.8. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ,
åñëè

ζ = 4ξ + 3η, M(ξ) = 11, M(η) = 8.

◭Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâ-

íî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ âåëè÷èí è ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü

ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, òî

M(ζ) =M(4ξ + 3η) = M(4ξ) +M(3η) =

= 4 ·M(ξ) + 3 ·M(η) = 4 · 11 + 3 · 8 = 68.

Îòâåò: M(ξ) = 68. ◮

Ïðèìåð 7.9. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû. Íàéòè äèñïåðñèþ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = 5ξ − 6η, åñëè D(ξ) = 3, D(η) = 2.

◭Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî äèñïåðñèÿ ðàçíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé ñëàãàåìûõ è ÷òî ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî

âûíîñèòü çà çíàê äèñïåðñèè, âîçâîäÿ åãî â êâàäðàò, ïîëó÷èì:

D(ζ) = D(5ξ − 6η) = D(5ξ) +D(6η) =

= 25 ·D(ξ) + 36 ·D(η) = 25 · 3 + 36 · 2 = 147.

Îòâåò: D(ξ) = 147. ◮

Ïðèìåð 7.10. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò òðè âîç-

ìîæíûõ çíà÷åíèÿ: x1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p1; x2 = 5 ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 = 0,4
è x3 = 4 ñ âåðîÿòíîñòüþ p3 = 0,5. Íàéòè x1 è p1, çíàÿ, ÷òî ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå M(ξ) = 6.

◭Òàê êàê â ëþáîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììà âåðîÿòíîñòåé ðàâíà 1, òî

p1 = 1− p2 − p3 = 0,1. Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî

M(ξ) = x1p1 + x2p2 + x3p3

÷èñëîâûå äàííûå, ïîëó÷èì 6 = x1 · 0,1 + 5 · 0,4 + 4 · 0,5. Îòñþäà íàéäåì

x1 = 20.◮
Îòâåò: x1 = 20; p1 = 0,1.
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Ïðèìåð 7.11. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâ-

íû: x1 = 2, x2 = 5, x3 = 6. Êðîìå òîãî, èçâåñòíû ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ ýòîé âåëè÷èíû è å¼ êâàäðàòà: M(ξ) = 4,4; M(ξ2) = 22. Íàéòè âåðî-

ÿòíîñòè p1, p2, p3, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì x1, x2, x3.

◭Ñ ó÷¼òîì çàäàííûõ óñëîâèé ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó ñëåäóþùèõ òð¼õ

óðàâíåíèé: 





p1 + p2 + p3 = 1
2 · p1 + 5 · p2 + 6 · p3 = 4,4
22 · p1 + 52 · p2 + 62 · p3 = 22.

�åøèâ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì èñêîìûå âåðîÿòíîñòè:

p1 = 0,3 p2 = 0,4, p3 = 0,3.◮
Îòâåò: p1 = 0,3; p2 = 0,4; p3 = 0,3.
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Ïðèìåð 7.12. Â ÿùèêå ëåæèò n èçäåëèé, èç êîòîðûõ îäíî áðàêîâàííîå.

Èç ÿùèêà èçâëåêàþò èçäåëèÿ îäíî çà äðóãèì äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò

âûíóòî áðàêîâàííîå èçäåëèå. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âûíóòûõ

èçäåëèé. Íàéòè M(ξ) è D(ξ) ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

◭Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîå âûíóòîå èçäåëèå áóäåò áðàêîâàííûì, ðàâ-

íà p1 = 1/n. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîå èçäåëèå áóäåò ãîäíûì, à âòîðîå

áðàêîâàííûì, ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ ðàâíà

p2 =
n− 1

n
· 1

n− 1
=

1

n
.

Åñëè äâà ïåðâûõ èçäåëèÿ ãîäíûå, à òðåòüå � íåò, òî

p3 =
n− 1

n
· n− 2

n− 1
· 1

n− 2
=

1

n

è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ 1 2 3 ... n

p 1/n 1/n 1/n ... 1/n

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ñóììàìè:

1 + 2 + 3 + ...+ n =
n(n+ 1)

2
,

12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Òîãäà

M(ξ) =
n∑

i=1

xipi =
1

n
(1 + 2 + 3 + ...+ n) =

n+ 1

2
.

M(ξ2) =
n∑

i=1

x2ipi =
1

n
(12 + 22 + 32 + ...+ n2) =

(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

D(ξ) = (n+1)(2n+1)
6 − (n+1

2 )2 = n2−1
12 .◮

Îòâåò: M(ξ) =
n+ 1

2
; D(ξ) =

n2 − 1

12
.
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Ïðèìåð 7.13. Áðîøåíû òðè èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñóììû ÷èñëà î÷êîâ, êîòîðûå âûïàäóò íà âñåõ òð¼õ

ãðàíÿõ.

◭Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξi äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � ÷èñëî î÷êîâ, âû-

ïàâøèõ íà ãðàíè i-îé êîñòè, à ÷åðåç ξ � ñóììó ÷èñëà î÷êîâ, êîòîðûå âûïàäóò
íà âñåõ ãðàíÿõ. Òîãäà ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 è

M(ξ) = M(ξ1 + ξ2 + ξ3) = M(ξ1) +M(ξ2) +M(ξ3).

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi íåçàâèñèìû, òî

D(ξ) = D(ξ1 + ξ2 + ξ3) = D(ξ1) +D(ξ2) +D(ξ3).

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå, à ñëåäîâàòåëü-
íî, è îäèíàêîâûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ïîëó÷èì:

M(ξ) = 3 ·M(ξ1), D(ξ) = 3 ·D(ξ1).

Âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà î÷êîâ ðàâíû, ïîýòîìó çàêîí ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ äëÿ ξ1 èìååò âèä:

ξ1 1 2 3 4 5 6

p 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M(ξ1) =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

2
,

òî M(ξ) = 3 · (7/2) = 21/2.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ êâàäðàòà îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

M(ξ21) =
1

6
(12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) =

91

6
,

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñïåðñèÿ

D(ξ1) =M(ξ21)−M2(ξ1) =
91

6
−
(
7

2

)2

=
35

12
.

Äèñïåðñèÿ ñóììû ÷èñëà î÷êîâ íà âñåõ ãðàíÿõ

D(ξ) = 3 · 35/12 = 35/4.◮

Îòâåò: M(ξ) = 21/2; D(ξ) = 35/4.
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7.3.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 3.

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çàêîíîì

ðàñïðåäåëåíèÿ � òàáëèöåé 7.1. Îäíàêî íàðÿäó ñ äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè, ïðèíèìàþùèìè îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ, ñóùåñòâóþò äðóãèå, ïðè-

íèìàþùèå âñå çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà. Èõ íåâîçìîæíî çàäàòü

ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ ïðèíèìàåìûõ èìè çíà÷åíèé, ïîýòîìó áûë ïðåäëîæåí

óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèãîäíûé âî âñåõ ñëó-

÷àÿõ.

Îïðåäåëåíèå 7.13. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèíÿëà çíà÷åíèå ìåíüøåå x:

F (x) = P (ξ < x). (7.10)

Ïðèìåð 7.14. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè îäíî-

êðàòíîì áðîñàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è
ïîñòðîèòü å¼ ãðà�èê.

◭Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5,

6. Ïðè ýòîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò ëþáîå èç ýòèõ çíà÷åíèé, îäíà è
òà æå è ðàâíà 1/6. Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

ξ 1 2 3 4 5 6

p 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Ïðè x 6 1 �óíêöèÿ F (x) = 0, òàê êàê ξ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé, ìåíü-

øèõ åäèíèöû. Åñëè 1 < x 6 2, òî F (x) = P (ξ < x) = P (ξ = 1) = 1/6.
Åñëè 2 < x 6 3, òî ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà ξ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ξ < x, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ

íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé: ξ < 2 è 2 6 ξ < 3. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ

èìååì:

F (x) = P (ξ < x) = P ((ξ < 2) + (2 6 ξ < 3)) = P (ξ < 2) + P (2 6 ξ < 3).

Íî P (ξ < 2) = 1/6, à P (2 6 ξ < 3) òàêæå ðàâíî 1/6, òàê êàê ïîëóèíòåð-

âàëó 2 6 x < 3 ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå, ïðèíèìàåìîå
ξ, à èìåííî 2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè 2 < x 6 3, òî F (x) = 1/6 + 1/6 = 1/3.

Àíàëîãè÷íî, åñëè 3 < x 6 4, òî

F (x) = P (ξ < x) = P (ξ < 3) + P (3 6 ξ < 4) = 1/3 + 1/6 = 1/2.

Äëÿ 4 < x 6 5

F (x) = P (ξ < x) = P (ξ < x) + P (4 6 ξ < 5) = 1/2 + 1/6 = 2/3,
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à äëÿ 5 < x 6 6 F (x) = 2/3 + 1/6 = 5/6. Íàêîíåö, åñëè x > 6, òî

F (x) = P (ξ < x) = P (ξ < 6) + P (6 6 ξ < x) = 5/6 + 1/6 = 1.

�ðà�èê ýòîé �óíêöèè F (x) îêàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé ëèíèåé ñî ñêà÷êàìè
â òî÷êàõ 1, 2, 3, 4, 5, 6, ðàâíûìè 1/6, ðèñ. 27.

1 2 3 4 5 6

5/6

1/6

2/6

3/6

4/6

1

F(x)

x

�èñ. 27. �åøåíèå ïðèìåðà 7.14

F (x) =







0, ïðè x 6 1,
1/6, ïðè 1 < x 6 2,
1/3, ïðè 2 < x 6 3,
1/2, ïðè 3 < x 6 4,
2/3, ïðè 4 < x 6 5,
5/6, ïðè 5 < x 6 6,
1, ïðè 6 < x.

◮
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�àññìîòðèì ðåøåíèå äâóõ ïðèìåðíûõ çàäà÷ 1.7 èç òèïîâîãî ðàñ÷¼òà.

Ïðèìåð 7.15. Ñòðåëêó äàëè 5 ïàòðîíîâ äëÿ ïîðàæåíèÿ ìèøåíè. Ìè-

øåíü ïîðàæàåòñÿ ïåðâûì ïîïàäàíèåì. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü

ïðè êàæäîì âûñòðåëå ïîñòîÿííà è ðàâíà p = 0,6. Íàéäèòå ðÿä ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÷èñëà îñòàâøèõñÿ ïàòðîíîâ, ïîñòðîéòå ãðà�èê
�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, íàéäèòå M(ξ) è D(ξ).

◭Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà

0, 1, 2, 3, 4. Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, êîãäà ëè-
áî öåëü íå áóäåò ïîðàæåíà, ò.å. ñîâåðøåíî 5 ïðîìàõîâ, ëèáî öåëü ïîðàæåíà

òîëüêî ïÿòûì âûñòðåëîì. Ïóñòü q = 1− p = 0,4 âåðîÿòíîñòü ïðîìàõà.
Òîãäà P (ξ = 0) = qqqqq + qqqqp = qqqq(q + p) = qqqq = 0,44 = 0,0256.

P (ξ = 1) = qqqp = 0,43 · 0,6 = 0,0384.
P (ξ = 2) = qqp = 0,42 · 0,6 = 0,096.
P (ξ = 3) = qp = 0,4 · 0,6 = 0,25.
P (ξ = 4) = 0,6.

�ÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä:

ξ 0 1 2 3 4

p qqqqq+qqqqp qqqp qqp qp p

Èëè

ξ 0 1 2 3 4

p 0,0256 0,0384 0,096 0,24 0,6

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò âèä:

F (x) =







0, ïðè x 6 0,
0,0256, ïðè 0 < x 6 1,
0,0256 + 0,0384 = 0,064, ïðè 1 < x 6 2,
0,064 + 0,096 = 0,16, ïðè 2 < x 6 3,
0,16 = 0,24 = 0,4, ïðè 3 < x 6 4,
0,4 + 0,6 = 1, ïðè x > 4.

�ðà�èêîì äàííîé �óíêöèè áóäåò êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ èìåþùàÿ

òàêîé æå âèä êàê è äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ñì. ðèñ. 28.

Íàéä¼ì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

M( ξ) =
4∑

k=0

kPk = 0 · 0,0256 + 1 · 0,0384 + 2 · 0,096 + 3 · 0,24 + 4 · 0,6 =

= 3,3504.

D( ξ) =
4∑

k=0

k2Pk − M2ξ =

= 12 · 0,0384 + 22 · 0,096 + 33 · 0,24 + 42 · 0,6− 3,35042 = 0,9572. ◮
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1-1 2 3

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

4 5 6
x

F(x)

�èñ. 28. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìå-

ðà 7.15

7.4. Çàäà÷è èç òèïîâîãî ðàñ÷åòà

Çàäà÷à 1.7

Ïðèìåð 7.16. Íà ïåðåýêçàìåíîâêó ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâèëèñü 4

ñòóäåíòà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé ñäàñò ýêçàìåí, ðàâíà 0,6, âòî-
ðîé � 0,7, òðåòèé � 0,8, à ÷åòâåðòûé � 0,9 . Íàéäèòå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÷èñëà ñòóäåíòîâ, ñäàâøèõ ýêçàìåí, ïîñòðîéòå ãðà-

�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéäèòå M( ξ), D( ξ) è σ(ξ).

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ÷èñëà ñòóäåíòîâ, ñäàâøèõ ýê-
çàìåí ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ:

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x4 = 4.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:Ai, i = 1, 2, 3, 4� ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî i-òûé
ñòóäåíò ñäàë ýêçàìåí. pi = P (Ai), qi = P (Ai) = 1− pi.

Òîãäà ñîáûòèå Bi, ñîñòîÿùåå â òîì i ñòóäåíòîâ ñäàäóò ýêçàìåí ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

B0 = A1A2A3A4,

B1 = A1A2A3A4 +A1A2A3A4 +A1A2A3A4 + A1A2A3A4,

B2 = A1A2A3A4 +A1A2A3A4 +A1A2A3A4 +
+ A1A2A3A4 + A1A2A3A4 + A1A2A3A4,

B3 = A1A2A3A4 +A1A2A3A4 +A1A2A3A4 + A1A2A3A4.

B4 = A1A2A3A4.

Íàõîäèì âåðîÿòíîñòè äàííûõ ñîáûòèé.
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P (B0) = q1q2q3q4 = 0,4 · 0,3 · 0,2 · 0,1 = 0,0024

P (B1) = p1q2q3q4 + q1p2q3q4 + q1q2p3q4 + q1q2q3p4 =

= 0,6 ·0,3 ·0,2 ·0,1+0,4 ·0,7 ·0,2 ·0,1+0,4 ·0,3 ·0,8 ·0,1+0,4 ·0,3 ·0,2 ·0,9 = 0,0404,

P (B2) = p1p2q3q4 + p1q2p3q4 + p1q2q3p4 + q1p2p3q4 + q1p2q3p + q1q2p3p4 =

= 0,6 · 0,7 · 0,2 · 0,1 + 0,6 · 0,3 · 0,8 · 0,1 + 0,6 · 0,3 · 0,2 · 0,9 +
+ 0,4 · 0,7 · 0,8 · 0,1 + 0,4 · 0,7 · 0,2 · 0,9 + 0,4 · 0,3 · 0,8 · 0,9 = 0,2144,

P (B3) = p1p2p3q4 + p1p2q3p4 + p1q2p3p4 + q1p2p3p4 =

= 0,6 ·0,7 ·0,8 ·0,1+0,6 ·0,7 ·0,2 ·0,9+0,6 ·0,3 ·0,8 ·0,9+0,4 ·0,7 ·0,8 ·0,9 = 0,4404.

P (B4) = p1p2p3p4 = 0,6 · 0,7 · 0,8 · 0,9 = 0,3024.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåò âèä:

ξ 0 1 2 3 4

p 0,0024 0,0404 0,2144 0,4404 0,3024

Îòìåòèì, ÷òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P (ξ < x) äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

èìååò âèä:

F (x) =







0, ïðè x 6 0,
0,0024, ïðè 0 < x 6 1,
0,0428, ïðè 1 < x 6 2,
0,2572, ïðè 2 < x 6 3,
0,6976, ïðè 3 < x 6 4,
1, ïðè x > 4.

Íà ðèñ. 29 èçîáðàæ¼í ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

431 20 5
x

F(x)

�èñ. 29. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìå-

ðà 7.16

Íàéä¼ì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
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M(ξ) = 0 · 0,0024 + 1 · 0,0404 + 2 · 0,2144 + 3 · 0,4404 + 4 · 0,3024 = 3.
D(ξ) =M(ξ2)−M2(ξ) = 02 · 0,0024 + 12 · 0,0404 + 22 · 0,2144 +

+ 32 · 0,4404 + 42 · 0,3024− 32 = 0,7.
σ(ξ) =

√

D(ξ) =
√
0,7 ≈ 0,837.

Ïðèìåð 7.17. Êàðëñîíó íà äåíü ðîæäåíèÿ ïîäàðèëè 5 áàíîê ñ âèøí¼âûì,

4 áàíêè ñ ìàëèíîâûì è 7 áàíîê ñî ñëèâîâûì âàðåíüåì. Êàðëñîí ñðàçó æå

ñúåë 3 áàíêè âàðåíüÿ. 1) Íàéäèòå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
� ÷èñëî áàíîê ñî ñëèâîâûì âàðåíüåì, îñòàâøèõñÿ íà ñëåäóþùèé äåíü ïîñëå

äíÿ ðîæäåíèÿ. 2) Íàéäèòå �óíêöèþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ è ïîñòðîéòå å¼ ãðà�èê. 3) Íàéäèòå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: M( ξ), D( ξ) è σ( ξ).

◭ 1) Î÷åâèäíî, ÷òî íà ñëåäóþùèé äåíü îñòàëîñü 13 áàíîê ñ âàðåíüåì.

Ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 4, 5,
6, 7. Íàéäåì âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè îíà ïðèíèìàåò ýòè çíà÷åíèÿ.

Ñëó÷àéíàÿ ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 4, åñëè â äåíü ðîæäåíèÿ Êàðëñîí ñúåë

òðè áàíêè ñî ñëèâîâûì âàðåíüåì.

P (ξ = 4) =
C3

7

C3
16

=
5

80
.

Àíàëîãè÷íî, ξ = 5, åñëè â äåíü ðîæäåíèÿ Êàðëñîí ñúåë äâå áàíêè ñî ñëè-
âîâûì è îäíó íå ñî ñëèâîâûì âàðåíüåì.

P (ξ = 5) =
C2

7 · C1
9

C3
16

=
27

80
.

Àíàëîãè÷íî:

P (ξ = 6) =
C1

7 · C2
9

C3
16

=
36

80
.

P (ξ = 7) =
C3

9

C3
16

=
12

80
.

Ïðîâåðèì ñóììó âåðîÿòíîñòåé

P (ξ = 4) + P (ξ = 5) + P (ξ = 6) + P (ξ = 7) =
5 + 27 + 36 + 12

80
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

ξ 4 5 6 7

p 5/80 27/80 36/80 12/80

2) Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) = P (ξ < x) äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

èìååò âèä:

F (x) =







0, ïðè x 6 4,
5/80, ïðè 4 < x 6 5,
5/80 + 27/80 = 32/80, ïðè 5 < x 6 6,
32/80 + 36/80 = 68/80, ïðè 6 < x 6 7,
68/80 + 12/80 = 1, ïðè x > 7.
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Íà ðèñ. 30 èçîáðàæ¼í ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

653 4 7 8
x

F(x)

�èñ. 30. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåðà 7.17

3) Íàéä¼ì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

M( ξ) =
7∑

k=4

kPk = 4 · 5

80
+ 5 · 27

80
+ 6 · 36

80
+ 7 · 12

80
=

91

16
= 5,6875.

D( ξ) =M( ξ2)−M2( ξ) =
7∑

k=4

k2Pk − M2(ξ) =

= 42 · 5

80
+ 52 · 27

80
+ 62 · 36

80
+ 72 · 12

80
−
(
91

16

)2

=

=
2639

80
− 6964321

6400
=

819

1280
= 0,639844.

σ( ξ) =
√

D( ξ) =
√
0,639844 ≈ 0,8. ◮

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

7.1. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ñëåäóþùèì çàêîíîì ðàñïðå-

äåëåíèÿ:

ξ 2 5 6 10 12

p 0,1 0,2 0,4 0,1 0,2

Ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,

äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

7.2. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàíà ñëåäóþùèì çàêîíîì ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ:

ξ 4 6 10 12

p 0,4 0,1 0,2 0,3
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Ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

7.3. Â óðíå èìåþòñÿ ÷åòûðå øàðà ñ íîìåðàìè îò 1 äî 4. Âûíóëè òðè øàðà.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ñóììà íîìåðîâ øàðîâ. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
7.4. Â ëàáîðàòîðèè èìåþòñÿ 15 ïðèáîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ 4 òðåáóþò ðå-

ìîíòà. Ñòóäåíò ñëó÷àéíûì îáðàçîì áåðåò 3 ïðèáîðà, íå çíàÿ, êàêèå èç íèõ

ïðèãîäíû ê ðàáîòå. Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ÷èñëà íåïðè-

ãîäíûõ ê ðàáîòå ïðèáîðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â âûáîðêå.

7.5. Íà ïóòè äâèæåíèÿ àâòîìàøèíû òðè ñâåòî�îðà. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî

ñâåòî�îð çàïðåùàåò äàëüíåéøåå äâèæåíèå àâòîìàøèíû 0,4, à ÷òî ðàçðåøàåò
0,6. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ñâåòî�îðîâ, ïðîéäåííûõ ìàøèíîé.
Ñîñòàâèòü òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

7.6. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, êîòî-
ðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: x1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p1 = 0,1 è x2,
ïðè÷¼ì x1 < x2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåM(ξ) è äèñïåðñèÿD(ξ) èçâåñòíû:
M(ξ) = 3,9, D(ξ) = 0,09.

7.7. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíû:−2, 1, 4.
Ïðè óñëîâèè, ÷òî çàäàíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(ξ) = 1,9, à òàêæå

M(ξ2) = 7,3, íàéòè âåðîÿòíîñòè p1, p2, p3, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äèñêðåò-

íûì çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

7.8. Áðîøåíû òðè èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñóììû êâàäðàòîâ ÷èñëà î÷êîâ, êîòîðûå âûïàäóò íà âñåõ ãðàíÿõ.

7.9. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ 3 5 6 9

p 0,3 0,4 0,2 0,1

Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è íà÷åðòèòü å¼ ãðà�èê.

Äîìàøíåå çàäàíèå.

Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.7 òèïîâîãî ðàñ÷¼òà.


