
48 4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðî-
ÿòíîñòè è Áàéåñà

Ìàòåðèàë èç ëåêöèè 2.

Òåîðåìà 4.8 (Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèÿ A, êîòîðîå ìîæåò íàñòóïèòü òîëüêî âìåñòå ñ îäíèì èç ïî-
ïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé H1, H2 . . . Hn, íàçûâàåìûõ ãèïîòåçàìè,
ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé êàæäîãî èç ýòèõ ñîáûòèé
íà ñîîòâåòñòâóþùóþ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A:

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + . . .
. . .+ P (Hn)P (A/Hn).

(4.1)

Êðàòêî ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

n∑
i=k

P (Hk)P (A/Hk).

Òåîðåìà 4.9 (Ôîðìóëà Áåéåñà). Â óñëîâèÿõ ôîðìóëû ïîëíîé âå-
ðîÿòíîñòè äëÿ i = 1, . . . , n:

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)

P (H1)P (A/H1) + · · ·+ P (Hn)P (A/Hn)
. (4.2)

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.8 îáîçíà÷àåòñÿ ñîáûòèå A, âåðîÿò-
íîñòü êîòîðîãî íóæíî íàéòè â ïðèìåðå. Çàòåì îáîçíà÷àþòñÿ ãèïîòå-
çû Hi, è âû÷èñëÿþòñÿ èõ âåðîÿòíîñòè P (Hi). Íàêîíåö, îïðåäåëÿþòñÿ
óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, è ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè
(4.1) íàõîäèòñÿ èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A.

Ïðèìåð 4.1. Íà òð¼õ øëèôîâàëüíûõ ñòàíêàõ áûëî îáðàáîòà-
íî 120 âàëîâ, ïðè÷¼ì ïåðâûì, âòîðûì è òðåòüèì ñòàíêàìè áûëî
îáðàáîòàíî ñîîòâåòñòâåííî 50, 34 è 36 âàëîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïåðâûé ñòàíîê ïðîèçâîäèò îáðàáîòêó îòëè÷íîãî êà÷åñòâà ðàâíà
0,96, âòîðîé � 0,93, òðåòèé � 0,95. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé âàë èìååò îáðàáîòêó îòëè÷íîãî êà÷åñòâà.

Ð å ø å í è å: Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàóäà÷ó âûáðàí-
íûé âàë îáðàáîòàí îòëè÷íî. Ãèïîòåçàìè çäåñü áóäóò: H1 � íàóäà÷ó
âçÿòûé âàë îáðàáîòàí ïåðâûì ñòàíêîì, H2 � âòîðûì, H3 � òðåòüèì.
Èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû:

P (H1) =
50

120
=

5

12
, P (H2) =

34

120
=

17

60
, P (H3) =

36

120
=

3

10
.Бе
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4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè 49

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ïðè ýòèõ ãèïîòåçàõ ðàâíû:

P (A/H1) = 0,96, P (A/H2) = 0,93, P (A/H3) = 0,95.

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (A) =
5

12
· 0,96 + 17

60
· 0,93 + 3

10
· 0,95 = 0,9485 ≈ 0,949.

Îòâåò: P (A) ≈ 0,949.

Ïðèìåð 4.2. Â ïåðâîì ÿùèêå ñîäåðæèòñÿ 30 äåòàëåé, èç êîòî-
ðûõ 25 îêðàøåííûõ, à âî âòîðîì � 27, èç êîòîðûõ 21 îêðàøåíà. Ïðè
ïåðåâîçêå îäíà äåòàëü èç ïåðâîãî ÿùèêà âûïàëà è å¼ ïîëîæèëè âî
âòîðîé ÿùèê. Çàòåì äëÿ ðàáîòû èç âòîðîãî ÿùèêà èçâëåêëè äåòàëü.
Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà áóäåò îêðàøåíà.

Ð å ø å í è å: Ñîáûòèå A � ïîÿâëåíèå îêðàøåííîé äåòàëè; ãèïî-
òåçû: H1 � ïåðåëîæåíà îêðàøåííàÿ äåòàëü, H2 � ïåðåëîæåíà íåîêðà-
øåííàÿ äåòàëü. Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç áóäóò ðàâíû:

P (H1) =
25

30
=

5

6
, P (H2) =

5

30
=

1

6
,

à óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P (A/H1) =
22

28
=

11

14
, P (A/H2) =

21

28
=

3

4
.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A

P (A) =
5

6
· 11
14

+
1

6
· 3
4
=

131

168
≈ 0,780.

Îòâåò: P (A) = 131/168 ≈ 0,780.

Ïðèìåð 4.3. Â êîðîáêå íàõîäÿòñÿ 20 íîâûõ ðåçöîâ è 5 óæå èñ-
ïîëüçîâàííûõ. Èç êîðîáêè íàóäà÷ó áåðóò òðè ðåçöà, êîòîðûå ïîñëå
ðàáîòû âîçâðàùàþò îáðàòíî. Íàçàâòðà èç êîðîáêè ñíîâà áåðóò òðè
ðåçöà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè òðè ðåçöà áóäóò íîâûìè.

Ð å ø å í è å: Çäåñü ãèïîòåçû Hi, ãäå i = 0, 1, 2, 3, � â ïåðâûé
äåíü ðàáîòû áåðóò i íîâûõ ðåçöîâ; èõ âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå:

P (Hi) = Ci
20 · C3−i

5 /C3
25.

Ñîáûòèå A - íà âòîðîé äåíü âçÿòî òðè íîâûõ ðåçöà. Óñëîâíûå âå-
ðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ P (A/Hi) = C3

20−i/C
3
25. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (A) =
1

(C3
25)

2
(C3

5 ·C3
20+C1

20 ·C2
5 ·C3

19+C2
20 ·C1

5 ·C3
18+C3

20 ·C3
17) ≈ 0,332.Бе
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50 4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Îòâåò: P (A) ≈ 0,332.

Ïðèìåð 4.4. Ðàáîòà äâèãàòåëÿ êîíòðîëèðóåòñÿ äâóìÿ ðåãóëÿòî-
ðàìè. Â òå÷åíèå îïðåäåë¼ííîãî îòðåçêà âðåìåíè âåðîÿòíîñòü áåç-
îòêàçíîé ðàáîòû ïåðâîãî ðåãóëÿòîðà ðàâíà 0,8, âòîðîãî � 0,9. Ïðè
îòêàçå îáîèõ ðåãóëÿòîðîâ äâèãàòåëü âûõîäèò èç ñòðîÿ. Ïðè îòêàçå
îäíîãî èç ðåãóëÿòîðîâ äâèãàòåëü âûõîäèò èç ñòðîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû äâèãàòåëÿ.

Ð å ø å í è å: Ñîáûòèå A � äâèãàòåëü ðàáîòàåò áåçîòêàçíî. Ãèïî-
òåçû: H1 � îáà ðåãóëÿòîðà íå îòêàçàëè, H2 � îäèí îòêàçàë, H3 � îáà
îòêàçàëè. Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ðàâíû:

P (H1) = p1p2 = 0,8 · 0,9 = 0,72,
P (H2) = p1q2 + p2q1 = 0,8 · 0,1 + 0,9 · 0,2 = 0,26,
P (H3) = q1q2 = 0,2 · 0,1 = 0,02;
çäåñü p1 = 0,8, p2 = 0,9, q1 = 1− p1 = 0,2, q2 = 1− p2 = 0,1.
Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè äàííûõ ãèïîòåç ñëåäóþùèå:

P (A/H1) = 1, P (A/H2) = 1− 0,7 = 0,3, P (A/H3) = 0.

Îêîí÷àòåëüíî íàéäåì:

P (A) = 0,72 · 1 + 0,26 · 0,3 + 0,02 · 0 = 0,798.

Îòâåò: P (A) = 0,798.
Ïóñòü òåïåðü ñîáûòèå A ïðîèçîøëî. Òîãäà åñëè äî îïûòà âåðî-

ÿòíîñòè ãèïîòåç áûëè P (Hi), òî ïîñëå îïûòà óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè
ãèïîòåç áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ óæå ïî ôîðìóëå Áàéåñà (4.2).

Ïðèìåð 4.5. Èìåþòñÿ òðè ïàðòèè øàòóíîâ: â ïåðâîé èç íèõ 5
ðàñòî÷åííûõ ðåçöîì è 7 íå ðàñòî÷åííûõ; âî âòîðîé � 8 ðàñòî÷åííûõ
è 6 íå ðàñòî÷åííûõ; â òðåòüåé � 10 ðàñòî÷åííûõ. Íàóäà÷ó âûáèðà-
åòñÿ îäíà èç ïàðòèé è èç íå¼ áåðåòñÿ øàòóí. Ýòîò øàòóí îêàçàëñÿ
ðàñòî÷åííûì. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äàííûé øàòóí âçÿò
èç ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ïàðòèè.

Ð å ø å í è å:
Ãèïîòåçû Hi(i = 1, 2, 3) � âûáîð i-òîé ïàðòèè; èõ âåðîÿòíîñòè ââè-

äó ðàâíîçíà÷íîñòè âûáîðà P (Hi) = 1/3. Ó íàñ ñîáûòèå A � âçÿò ðàñ-
òî÷åííûé øàòóí; óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ áóäóò:

P (A/H1) = 5/12, P (A/H2) = 4/7, P (A/H3) = 1.Бе
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4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè 51

Èñêîìûå âåðîÿòíîñòè íàéäóòñÿ ïî ôîðìóëå Áàéåñà

P (Hi/A) =
1

3
P (A/Hi)/

1

3

3∑
j=1

P (A/Hj) = P (A/Hi)/
3∑

j=1

P (A/Hj).

Òîãäà ïåðåîöåíêà ãèïîòåç, ñäåëàííàÿ ïîñëå òîãî, êàê ñîáûòèå A
ïðîèçîøëî, íàì äàñò:

P (H1/A) =
5/12

5/12 + 4/7 + 1
=

35

167
≈ 0,210,

P (H2/A) =
48

167
≈ 0,287, P (H3/A) =

84

167
≈ 0,503.

Çàìåòèì, ÷òî äî îïûòà âåðîÿòíîñòè âñåõ ãèïîòåç áûëè îäèíàêîâû
è ðàâíÿëèñü 1/3.

Îòâåò: P (H1/A) = 35/167 ≈ 0,210; P (H2/A) = 48/167 ≈ 0,287;
P (H3/A) = 84/167 ≈ 0,503.

Ïðèìåð 4.6. Â òð¼õ öåõàõ çàâîäà ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
40%, 35% è 25% âñåé îäíîòèïíîé ïðîäóêöèè; ïðè÷¼ì áðàê êàæäîãî
öåõà ñîñòàâëÿåò 4%, 3% è 5% ñîîòâåòñòâåííî. à) Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå, âûáðàííîå ñëó÷àéíî, áóäåò áðàêîâàííûì?
á) Ïóñòü òåïåðü ñëó÷àéíî âûáðàííîå èçäåëèå îêàçàëîñü áðàêîâàííûì.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îíî áûëî ñäåëàíî â ïåðâîì, âòîðîì,
òðåòüåì öåõàõ.

Ð å ø å í è å: à) Ñîáûòèå A � âûáðàííîå èçäåëèå áðàêîâàíî.
Ãèïîòåçû H1, H2, H3 ñîñòîÿò â òîì, ÷òî èçäåëèå ïðîèçâåäåíî ñîîòâåò-
ñòâåííî â ïåðâîì, âòîðîì, òðåòüåì öåõàõ. Òîãäà

P (H1) = 0,4, P (H2) = 0,35, P (H3) = 0,25,

à óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P (A/H1) = 0,04, P (A/H2) = 0,03, P (A/H3) = 0,05.

Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü

P (A) =
3∑

i=3

P (Hi)P (A/Hi) = 0,4 · 0,04 + 0,35 · 0,03 + 0,25 · 0,05 = 0,039.

Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî áðàêîâàííîå èçäåëèå ñäåëàíî â ïåðâîì, âòî-
ðîì, òðåòüåì öåõàõ, íàéäåì ïî ôîðìóëå Áàéåñà:

P (H1/A) =
P (H1) · P (A/H1)

P (A)
=

0,4 · 0,04
0,039

=
16

39
≈ 0,410,Бе
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52 4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (H2/A) =
P (H2) · P (A/H2)

P (A)
=

7

26
≈ 0,269,

P (H3/A) =
P (H3) · P (A/H3)

P (A)
=

25

78
≈ 0,321.

Îòâåò: P (A) = 0,039; P (H1/A) = 16/39 ≈ 0,410;
P (H2/A) = 7/26 ≈ 0,269; P (H3/A) = 25/78 ≈ 0,321.

Ïðèìåð 4.7. Ñòàíêîì îáðàáàòûâàþòñÿ äåòàëè, ïðè÷¼ì 95% äàí-
íîé ïðîäóêöèè óäîâëåòâîðÿåò ïðèíÿòûì äîïóñêàì. Ïåðâîíà÷àëüíûé
êîíòðîëü ïðèçíàåò ïðèãîäíûì äåòàëè, íàõîäÿùèåñÿ â ïðåäåëàõ äî-
ïóñêà, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,97, à òå, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò äî-
ïóñêó, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,08. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëü,
ïðîøåäøàÿ êîíòðîëü (ïðèçíàííàÿ ãîäíîé), äåéñòâèòåëüíî óäîâëå-
òâîðÿåò äîïóñêó.

Ð å ø å í è å: Ãèïîòåçà H1 � äåòàëü íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ äîïóñêà,
à H2 � íå íàõîäèòñÿ. Ïî äàííûì çàäà÷è P (H1) = 0,95, P (H2) = 0,05.
ÑîáûòèåA � äåòàëü ïðè ïðîâåðêå íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ äîïóñêà. Òîãäà

P (H1/A) = 0,97, P (H2/A) = 0,08.

Òàêèì îáðàçîì,

P (H1/A) =
P (H1) · P (A/H1)

P (A)
=

0,95 · 0,97
0,95 · 0,97 + 0,05 · 0,08

≈ 0,996.

Îòâåò: P (H1/A) ≈ 0,996.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà

Ïðèìåð 4.8. Â öåõå èìååòñÿ 5 ñòàíêîâ îäíîãî òèïà è 4 ñòàí-
êà âòîðîãî òèïà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ðàáî÷åé ñìåíû
ñòàíîê ïåðâîãî òèïà íå âûéäåò èç ñòðîÿ, ðàâíà 0,92, à âòîðîãî òè-
ïà � 0,96. Ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà ðàáîòû íàóäà÷ó âûáðàííîãî ñòàíêà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò ñòàíîê â òå÷åíèå âñåé ðàáî÷åé
ñìåíû áóäåò ðàáîòàòü.

Ïðèìåð 4.9. Â ìàãàçèí ïîñòóïèëè òåëåâèçîðû ñ äâóõ çàâîäîâ.
Ïðîäóêöèÿ ïåðâîãî çàâîäà ñîäåðæèò 5% òåëåâèçîðîâ ñî ñêðûòûì äå-
ôåêòîì, âòîðîãî � 3%. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïðèîáðåñòè èñïðàâíûé
òåëåâèçîð, åñëè ñ ïåðâîãî çàâîäà ïîñòóïèëî 60% âñåõ òåëåâèçîðîâ,
èìåþùèõñÿ â ìàãàçèíå, à ñî âòîðîãî � 40%?

Ïðèìåð 4.10. Äâà öåõà øòàìïóþò îäíîòèïíûå äåòàëè. Ïåðâûé
öåõ äà¼ò 3% áðàêà, âòîðîé � 5%. Äëÿ êîíòðîëÿ îòîáðàíû 10 äåòàëåéБе
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4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè 53

èç ïåðâîãî öåõà è 12 � èç âòîðîãî. Ýòè äåòàëè ñìåøàíû â îäíó ïàð-
òèþ è èç íå¼ íàóäà÷ó èçâëåêàþò îäíó äåòàëü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îíà áðàêîâàííàÿ?

Ïðèìåð 4.11. Ïàðòèÿ èçäåëèé ñîäåðæèò 90% âûñîêîêà÷åñòâåí-
íîé ïðîäóêöèè, 8% èçäåëèé íèçêîãî êà÷åñòâà è 2% áðàêîâàííûõ èçäå-
ëèé. Åñëè ïîäâåðãíóòü èçäåëèå èñïûòàíèþ, òî âñå âûñîêîêà÷åñòâåí-
íûå èçäåëèÿ åãî âûäåðæèâàþò, èç ÷èñëà èçäåëèé íèçêîãî êà÷åñòâà
60% ïðîõîäÿò ýòî èñïûòàíèå è 10% áðàêîâàííûõ èçäåëèé òàêæå
âûäåðæèâàþò èñïûòàíèå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó
âûáðàííîå èçäåëèå, ïðîøåäøåå èñïûòàíèå, îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó âûñî-
êîêà÷åñòâåííûõ?

Ïðèìåð 4.12. Â ïåðâîì òðàìâàå èç 36 ïàññàæèðîâ 2 íå èìåþò
áèëåòà; äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî òðàìâàåâ � ýòè öèôðû ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû: 27 è 1, 48 è 3. Êîíòðîëåð âûáèðàåò íàóãàä îäèí èç
äàííûõ òðàìâàåâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî: à) ïåðâûé ïàññà-
æèð, êîòîðîãî ïðîâåðÿåò êîíòðîëåð, íå èìååò áèëåòà; á) äâà ïðî-
âåðåííûõ ïàññàæèðà èìåþò áèëåòû.

Ïðèìåð 4.13. Â óðíó, ñîäåðæàùóþ 5 øàðîâ, îïóùåí áåëûé øàð,
ïîñëå ÷åãî íàóäà÷ó èçâëå÷åí îäèí øàð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èçâëå÷åííûé øàð îêàæåòñÿ áåëûì, åñëè âñå ïðåäïîëîæåíèÿ î
ïåðâîíà÷àëüíîì ñîñòàâå øàðîâ ïî öâåòó íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà.

Ïðèìåð 4.14. Äâà èç òð¼õ ñòóäåíòîâ, ñäàâøèõ ýêçàìåí, îòâå-
òèëè íà ¾îòëè÷íî¿. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòâåòèëè íà
¾îòëè÷íî¿ âòîðîé è òðåòèé ñòóäåíòû, åñëè ïåðâûé, âòîðîé è òðå-
òèé ñòóäåíòû çíàþò ñîîòâåòñòâåííî 85%, 90% è 95% äàííîãî êóð-
ñà. Ðåêîìåíäàöèÿ: ðàññìîòðåòü ãèïîòåçû H1 � ñäàëè íà ¾îòëè÷íî¿
ïåðâûé è âòîðîé ñòóäåíòû, H2 � ïåðâûé è òðåòèé, H3 � âòîðîé è
òðåòèé.

Ïðèìåð 4.15. Öåõ ïðîèçâîäèò ïðèáîðû, ïðè÷¼ì 9% ïðîäóêöèè
èìååò êàêîé-ëèáî äåôåêò. Âíà÷àëå âñå ïðèáîðû ïðîâåðÿþòñÿ êîí-
òðîëåðîì, êîòîðûé îáíàðóæèâàåò äåôåêò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,96. Íå
çàáðàêîâàííûå êîíòðîëåðîì ïðèáîðû ïîñòóïàþò â îòäåë òåõíè÷å-
ñêîãî êîíòðîëÿ çàâîäà, ãäå äåôåêò îáíàðóæèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,98. Äàííûé ïðèáîð îêàçàëñÿ çàáðàêîâàííûì. Íàéòè âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî îí çàáðàêîâàí: à) êîíòðîëåðîì, á) îòäåëîì òåõíè÷åñêîãî
êîíòðîëÿ.Бе

рк
ов

 Н
.А

. М
ТУ

, к
аф

ед
ра

 в
ыс

ш
ая

 м
ат

ем
ат

ик
а 

2


