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2. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è íà îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Çàäà÷è íà êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Çàäà÷à î âûáîðêå. �åîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Çàäà÷à î

âñòðå÷å.

2.1.Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

(ïðîäîëæåíèå)

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 1.

×èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè èç ñîâîêóïíîñòè n îáúåêòîâ ìîæíî âûáðàòüm,
ðàçëè÷àþùèõñÿ íàáîðîì îáúåêòîâ èëè ïîðÿäêîì èõ ðàñïîëîæåíèÿ â íàáîðå,

ðàâíî ÷èñëó ðàçìåùåíèé èç n ïî m:

Am
n = n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

︸ ︷︷ ︸

m ñîìíîæèòåëåé

. (2.1)

Ýòó �îðìóëû ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå çàïîìèíàþùåì âèäå

Am
n =

n!

(n−m)!
. (2.2)

Åñëè ïîðÿäîê âûáîðà ýëåìåíòîâ íå èìååò çíà÷åíèÿ, òî ÷èñëî ñïîñîáîâ

óìåíüøàåòñÿ â m! ðàç. Ýòî çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé è îáî-

çíà÷àåòñÿ Cm
n

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
. (2.3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè âåðîÿòíîñòüþ

ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëàM áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ åìó èñõîäîâ

ê îáùåìó ÷èñëó N èñõîäîâ äàííîãî èñïûòàíèÿ (1.7):

P (A) =
M

N
. (2.4)



22 2. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (ïðîäîëæåíèå) �ÒÓ�ÌÈ�ÝÀ, êà�åäðà ÂÌèÏ, Áåðêîâ Í.À.

Ïðèìåð 2.1. Â óðíå 13 áåëûõ è 8 ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç óðíû âûíèìàþò

íàóãàä ñðàçó äâà øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

(1) îáà øàðà áóäóò ðàçíîãî öâåòà;

(2) îáà áóäóò áåëûìè;

(3) õîòÿ áû îäèí èç íèõ � áåëûé;

(4) Îáà øàðà áóäóò îäíîãî öâåòà.

Ïóñòü Ai � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ i-òîé ïîäçàäà÷è.
(1) Îáà øàðà áóäóò ðàçíîãî öâåòà.

◭ Çäåñü N � ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûíóòü îäíîâðåìåííî 2

øàðà èç 13 + 8 = 21, N = C2
21 =

21!

2! · 19! =
21 · 20
1 · 2 .

Êàæäûé áëàãîïðèÿòíûé ñïîñîá åñòü êîìáèíàöèÿ ñïîñîáà, êîòîðûì ìîæíî

âûíóòü áåëûé øàð èç 13 (òàêèõ ñïîñîáîâ 13), è ñïîñîáà, êîòîðûì ìîæíî

âûíóòü ÷¼ðíûé øàð èç 8 (8 ñïîñîáîâ). Âñåãî òàêèõ êîìáèíàöèé áóäåò

M = 13 · 8. Èëè M = C1
13 · C1

8 = 13 · 8. Òîãäà
P (A1) =

M

N
=

13 · 8
(21 · 20)/2 =

2 · 13 · 8
21 · 20 =

208

420
=

52

105
.◮

Îòâåò:

52

105
.

(2) Îáà øàðà áóäóò áåëûìè.

◭ Çäåñü N = C2
21 = 210 (ñì. ï. 1);M � ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî

ñîñòàâèòü ïàðû èç 13 áåëûõ øàðîâ,

M = C2
13 =

13!

2! · 11! =
13 · 12

2
= 78;

P (A2) =
M

N
=

78

210
=

13

35
.◮

Îòâåò:

13

35
.

(3) Õîòÿ áû îäèí øàð áóäåò áåëûé.

◭Åñëè A3 = {õîòÿ áû îäèí áåëûé} � èñêîìîå ñîáûòèå, òî ëåã÷å íàéòè

âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ Ā3, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â âûáîðêå

áåëûõ øàðîâ íåò: Ā3 = {îáà ÷¼ðíûå}.
P (Ā3) =

C2
8

C2
21

=
8 · 7
21 · 20 =

56

420
=

2

15
(ñì. ï. 2). Òîãäà

P (A3) = 1− P (Ā3) = 1− 2

15
=

13

15
.◮

Îòâåò:

13

15
.

(4) Îáà øàðà áóäóò îäíîãî öâåòà.

◭Ïåðâûé ñïîñîá. Èñêîìîå ñîáûòèå A åñòü ñóììà äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñî-

áûòèé:

B1 = {îáà áåëûå} è B2 = {îáà ÷¼ðíûå}. Òîãäà
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P (A4) = P (B1) + P (B2). P (B1) =
13

35
, íàéäåíî â ï. 2; P (B2) =

2

15
(ï. 3);

P (A4) =
13

35
+

2

15
=

53

105
.

Âòîðîé ñïîñîá. Ñîáûòèå A4 � ïðîòèâîïîëîæíîå ê ñîáûòèþ B, ñîñòîÿùå-
ìó â èçâëå÷åíèè äâóõ øàðîâ ðàçíîãî öâåòà.

P (B) =
52

105
(ñì. ï. 1) ⇒ P (A4) = 1− P (B) = 1− 52

105
=

53

105
.◮

Îòâåò:

53

105
.
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Ïðèìåð 2.2. Â óðíå 13 áåëûõ è 8 ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç óðíû âûíèìàþò

ñðàçó òðè øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

(1) âñå òðè øàðà áóäóò áåëûìè;

(2) õîòÿ áû îäèí øàð áåëûé;

(3) ñðåäè íèõ îäèí áåëûé è äâà ÷¼ðíûõ;

(4) âñå øàðû îäíîãî öâåòà;

(5) ñðåäè íèõ èìåþòñÿ êàê áåëûå, òàê è ÷¼ðíûå øàðû.

Ïóñòü Ai � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ i-òîé ïîäçàäà÷è.
(1) Âñå òðè øàðà áóäóò áåëûìè.

◭ Âñåãî â óðíå 13 + 8 = 21 øàð. Îòòóäà òðè øàðà îäíîâðåìåííî ìîæíî

èçâëå÷ü

N = C3
21 =

21!

3! · 18! =
21 · 20 · 19
1 · 2 · 3 =

7980

6
= 1330 ñïîñîáàìè.

Äëÿ ïîäñ÷¼òà ÷èñëà áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ îñòàâèì â óðíå òîëüêî 13 áåëûõ

øàðîâ. Òåïåðü êàæäûé èñõîä � áëàãîïðèÿòíûé, è âñåãî òàêèõ èñõîäîâ

M = C3
13 =

13!

3! · 10! =
13 · 12 · 11
1 · 2 · 3 = 286.

Åñëè A � èñêîìîå ñîáûòèå, òî

P (A1) =
M

N
=

13 · 12 · 11
3!

:
21 · 20 · 19

3!
=

13 · 12 · 11
21 · 20 · 19 =

13 · 4 · 11
7 · 20 · 19 =

=
13 · 11
7 · 5 · 19 =

286

1330
=

143

665
.◮

Îòâåò:

143

665
.

Çàìå÷àíèå 2.1. Àíàëîãè÷íî èùåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå òðè

øàðà � ÷¼ðíûå. P (âñå ÷¼ðíûå) =
4

95
.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ñîáûòèÿ {âñå áåëûå} è {âñå ÷¼ðíûå} õîòü è íåñîâ-

ìåñòíû, íî íå ïðîòèâîïîëîæíû; ñóììà èõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà

171

665
6= 1. Êðîìå íèõ, âîçìîæíû ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå â âûáîðêå ðàçíîöâåò-

íûõ øàðîâ.

(2) Õîòÿ áû îäèí øàð áåëûé.

◭Çäåñü ëåã÷å âû÷èñëèòü P (Ā2), ãäå ñîáûòèå Ā2, ïðîòèâîïîëîæíîå ê A2,

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñðåäè âûíóòûõ øàðîâ áåëûõ íåò, òî åñòü âñå ÷¼ðíûå. Â

çàìå÷àíèè 2.2 íàéäåíî P (Ā2) =
4

95
, îòêóäà

P (A2) = 1− P (Ā2) = 1− 4

95
=

91

95
.◮
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Îòâåò:

91

95
.

Çàìå÷àíèå 2.3. Àíàëîãè÷íî èùåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû

îäèí èç íèõ � ÷¼ðíûé (ñì. ï. 1):

P (õîòÿ áû îäèí ÷¼ðíûé) = 1− P (âñå áåëûå) = 1− 143

665
=

522

665
.

(3) Ñðåäè íèõ îäèí áåëûé è äâà ÷¼ðíûõ.

◭Çäåñü, êàê è â ï. 1, îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ ðàâíî C3
21 = 1330. Áëàãîïðè-

ÿòíûé èñõîä ñîäåðæèò ðîâíî îäèí áåëûé øàð (êîòîðûé ìîæíî èçâëå÷ü 13

ñïîñîáàìè) è ðîâíî äâà ÷¼ðíûõ øàðà (êîòîðûå ìîæíî èçâëå÷ü C2
8 = 28 ñïî-

ñîáàìè).

Âñåãî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ áóäåòM = C1
13 ·C2

8 = 13 ·28 = 364. P (A3) =
364

1330
=

26

95
.◮

Îòâåò:

26

95
.

Çàìå÷àíèå 2.4. Àíàëîãè÷íî èùåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ

îäèí ÷¼ðíûé è äâà áåëûõ:

P (1 ÷¼ðíûé, 2 áåëûõ) =
C2

13 · C1
8

C3
21

=
13 · 12 · 8

2!
:
21 · 20 · 19

3!
=

312

665
.

(4) Âñå øàðû îäíîãî öâåòà.

◭Èñêîìîå ñîáûòèåA4 åñòü ñóììà äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèéB1 = {âñå áåëûå}
è B2 = {âñå ÷¼ðíûå}, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ íàéäåíû ðàíåå.

P (A4) =
143

665
+

4

95
=

171

665
=

9

35
. ◮

Îòâåò:

9

35
.

(5) Ñðåäè íèõ èìåþòñÿ êàê áåëûå, òàê è ÷¼ðíûå øàðû.

◭Ïåðâûé ñïîñîá. Èñêîìîå ñîáûòèå A5 åñòü ñóììà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

B1 = {1 áåëûé, 2 ÷¼ðíûõ} è B2 = {2 áåëûõ, 1 ÷¼ðíûé};

P (B1) =
26

95
, P (B2) =

312

665
(ñì. ï. 3 è çàìå÷àíèå 2.4);

P (A5) =
26

95
+

312

665
=

494

665
=

26

35
.

Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè Âàì ïðîùå íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå øàðû

îäíîãî öâåòà (ðàâíóþ

9

35
, ñì. ï. 4), òî ñîáûòèå A5 áóäåò ïðîòèâîïîëîæíûì
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ñîáûòèþ A4.

P (A5) = 1− P (A4) = 1− 9

35
=

26

35
.◮

Îòâåò:

26

35
.

�àññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèÿ áëîêà èç ïÿòè îäíîòèïíûõ çàäà÷ íà âûáîðêó

èç íåñêîëüêî îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ, íî ñ ðàçíûìè ñâîéñòâàìè. Â ðåàëüíûõ

çàäà÷àõ âìåñòî øàðîâ ìîãóò áûòü êàðàíäàøè, èãðóøêè è äðóãèå ïðåäìåòû.

Ïðèìåð 2.3. Â óðíå 6 áåëûõ è 4 ÷¼ðíûõ øàðà. Èç óðíû íàóãàä ñðàçó

âûíèìàþò ïÿòü øàðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûòàùèëè 2 áåëûõ

è 3 ÷¼ðíûé øàðà.

◭Íàéä¼ì ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ äàííîãî èñïûòàíèÿ: N = C5
10. Íàéä¼ì

òåïåðü ÷èñëî (M) èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñêîìîìó ñîáûòèþ A. Äâà
áåëûõ øàðà ìîæíî âûòàùèòü C2

6 ñïîñîáàìè, à äëÿ êàæäîãî èç íèõ ÷¼ðíûé

øàð ìîæíî âûòàùèòü C3
4 ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, M = C2

6 · C3
4 .

Ïîëó÷àåì,

P (A) =
M

N
n =

C2
6 · C3

4

C5
10

=
6! · 4! · 5! · 5!

2! · 4! · 3! · 1! · 10!
=

5 · 4 · 5 · 4 · 3
10 · 9 · 8 · 7 =

=
5

21
≈ 0,238. ◮
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Ïðèìåð 2.4. Íà ïîëêå íàõîäÿòñÿ 4 ïàêåòà ñ àïåëüñèíîâûì ñîêîì, 4 ñ ÿá-

ëî÷íûì è 4 ñ ïåðñèêîâûì. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì áåðóò øåñòü ïàêåòîâ. Íàé-

òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âçÿòûõ ñîêîâ õîòÿ áû îäèí ïåðñèêîâûé.

◭ ×èñëî èñõîäîâ äàííîãî èñïûòàíèÿ N = C6
12 =

12!

6! · 6! = 924,

×èñëî èñõîäîâ â êîòîðûõ âçÿëè õîòÿ áû îäèí ïàêåò ñ ïåðñèêîâûì ñîêîì ðàâ-

íî, M =M1 +M2 +M3 +M4, ãäå Mi � âçÿëè i ïàêåòîâ ñ ïåðñèêîâûì ñîêîì

è 4− i ñ àïåëüñèíîâûì èëè ÿáëî÷íûì, i = 1, 2, 3, 4.

M = C5
8 · C1

4 + C4
8 · C2

4 + C3
8 · C3

4 + C2
8 · C4

4 = 224 + 420 + 224 + 28 = 896,

P (A) =
C5

8 · 4 + C4
8 · C2

4 + C3
8 · C3

4 + C2
8 · 1

C6
12

=
896

924
=

32

33
≈ 0,9697.

�àññìîòðèì òåïåðü áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîòè-

âîïîëîæíûì ê èñêîìîìó ñîáûòèþ A áóäåò ñîáûòèå Ā, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
íå âçÿëè íè îäíîãî ïàêåòà ñ ïåðñèêîâûì ñîêîì.

M0 = C6
8 ⇒ P (A) = 1− P (Ā) = 1− M0

M
= 1− C6

8

C6
12

= 1− 1

33
=

32

33
.

Åñòåñòâåííî, ïîëó÷èëè òîò æå îòâåò.◮

Îòâåò: P (A) =
32

33
≈ 0,9697.
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Ïðèìåð 2.5. Â óðíå 4 áåëûõ, 3 ÷¼ðíûõ, 5 êðàñíûõ è 3 ñèíèõ øàðîâ. Èç

óðíû íàóãàä ñðàçó âûíèìàþò ïÿòü øàðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âûòàùèëè 2 áåëûõ, 1 ÷¼ðíûé è 2 êðàñíûõ øàðà.

◭ N = C5
15, M = C2

4 · C1
3 · C2

5 .

P (A) =
M

N
=
C2

4 · C1
3 · C2

5

C5
15

=
60

1001
≈ 0,0599.

◮

Ïðèìåð 2.6. Â óðíå 4 áåëûõ, 3 ÷¼ðíûõ, 2 êðàñíûõ è 3 ñèíèõ øàðîâ. Èç

óðíû íàóãàä ñðàçó âûíèìàþò ïÿòü øàðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âûòàùèëè 2 áåëûõ, 1 ÷¼ðíûé è õîòÿ áû îäèí êðàñíûé øàð.

◭ N = C5
12, M1 = C2

4 · C1
3 · C1

2C
1
3 , M2 = C2

4 · C1
3 · C2

2 ⇒ M =M1 +M2.

P (A) =
M

N
=
C2

4 · C1
3 · C1

2C
1
3 + C2

4 · C1
3 · C2

2

C5
12

=
7

44
≈ 0,1591.

◮

Ïðèìåð 2.7. Â óðíå 4 áåëûõ, 3 ÷¼ðíûõ, 4 êðàñíûõ è 4 ñèíèé øàðîâ. Èç

óðíû íàóãàä ñðàçó âûíèìàþò ñåìü øàðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âûòàùèëè 2 áåëûõ, 1 ÷¼ðíûé è õîòÿ áû îäèí êðàñíûé øàð.

◭ N = C7
15 =

15!

7! · 8! =
15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 15 · 13 · 11 · 3 = 6435,

M = M1 +M2 +M3 +M4 = C2
4 · C1

3 ·
(
C1

4C
3
4 + C2

4C
2
4 + C3

4C
1
4 + C4

4

)
,

ãäå Mi � âûòàùèëè i êðàñíûõ è 4− i � ñèíèõ øàðîâ, i = 1, 2, 3, 4.

M =
4!

2! · 2! ·3 · (4 ·4+6 ·6+4 ·4+1) = 6 ·3 · (16+36+16+1) = 18 ·69 = 1242.

P (A) =
M

N
=

1242

6435
=

138

715
≈ 0,193. ◮
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2.2. Çàäà÷è íà ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòè

�èñ. 3. Ê ïðèìåðó 2.8

�èñ. 4. Ê ïðèìåðó 2.9

Ïðèìåð 2.8. Íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü â îáëàñòü |Imz| + |Rez| 6 4 íà-
óäà÷ó áðîøåíà òî÷êà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà ïîïàä¼ò âíóòðü îá-

ëàñòè îáëàñòè |z| > 2
√
2.

◭Ïåðåéä¼ì ê äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåííûì. z = x+i·y, Rez = x, Imz = y.
Îáëàñòü Ω íà êîòîðóþ áðîøåíà òî÷êà â äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ èìååò

âèä: |x|+ |y| 6 4.
�àñêðûâàåì ìîäóëè

x =

{
x, ïðè x > 0 â I è IV ÷åòâåðòè,

−x, x < 0 â II è III ÷åòâåðòè.

y =

{
y, ïðè y > 0 â I è II ÷åòâåðòè,

−y, ïðè y < 0 â III è IV ÷åòâåðòè.
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ÷åòûð¼õ íåðàâåíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé ÷åòâåð-

òè:





y 6 4− x,
y 6 4 + x,
y > −4− x,
y > −4 + x.

Íà ðèñ. 3, èçîáðàæåíû ãðàíèöû îáëàñòè Ω. Ñàìà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòîì ñî ñòîðîíàìè ðàâíûìè

√
42 + 42 = 4

√
2. Ïëîùàäü å¼ ðàâíû SΩ = 32.

Îáëàñòü â êîòîðóþ äîëæíà ïîïàñòü òî÷êà, ïðåäñòàâëÿåò âíåøíîñòü êðó-

ãà ðàäèóñà 2
√
2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íà ðèñ. 3, äàííàÿ îáëàñòü

çàêðàøåíà.

P (A) =
32− π(2

√
2)2

32
= 1− π

4
≈ 0,2146.◮
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Îòâåò: P (A) = 1− π

4
≈ 0,2146.

Ïðèìåð 2.9. Íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü â îáëàñòü |z − i− 1| 6 1 íàóäà-
÷ó áðîøåíà òî÷êà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà ïîïàä¼ò âíóòðü îáëà-

ñòè Imz − (Rez)2 > 1.

◭Ïåðåéä¼ì ê äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåííûì.

z = x + i · y, Rez = x, Imz = y. Îáëàñòü Ω íà êîòîðóþ áðîøåíà òî÷êà

â äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ

öåíòðîì â òî÷êå M(1, 1).

|(x− 1) + i(y − 1)| 6 1 ⇒
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 6 1 ⇒
(x− 1)2 + (y − 1)2 6 1.

Ïëîùàäü îáëàñòè Ω ðàâíà SΩ = π.
Îáëàñòü G, â êîòîðóþ äîëæíà ïîïàñòü òî÷êà, â äåéñòâèòåëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ çàäàíà óðàâíåíèåì: y > 1 + x2. Ýòî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ïàðàáîëû

y = 1 + x2. Íà ðèñ. 4, äàííàÿ îáëàñòü çàêðàøåíà. Íàéä¼ì å¼ ïëîùàäü. Äëÿ

ýòîãî îò ïëîùàäè ÷åòâåðòè êðóãà âû÷òåì ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

êîòîðóþ âûðåçàåò ïàðàáîëà îò ÷åòâåðòè êðóãà.

SG =
π

4
−
∫ 1

0 x
2dx =

π

4
− 1

3
.

P (A) =
SG

SΩ
=

π

4
− 1

3
π

=
1

4
− 1

3 · π ≈ 0,1439.◮

Îòâåò: P (A) =
1

4
− 1

3 · π ≈ 0,1439.
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Ïðèìåð 2.10. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà

íå ïðåâûøàþùèõ çíà÷åíèå 5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî ñóììà ýòèõ

÷èñåë áóäåò áîëüøå 5, à ñóììà èõ êâàäðàòîâ ìåíüøå 25?

◭Èñïîëüçóåì ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Òàê êàê ÷èñëà x è

y áåðóòñÿ èç èíòåðâàëà (0, 5), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáè-

ðàåòñÿ òî÷êà âíóòðè êâàäðàòà 0 < x, y < 5. Ïðè ýòîì x+y > 5 è x2+y2 < 25.
Èçîáðàçèì îáëàñòè íà ðèñ. 5.

Ïëîùàäü êâàäðàòà â êîòîðîì âûáèðàåòñÿ òî÷êà ðàâíà

SΩ = 25.
ÎáëàñòüG, â êîòîðóþ äîëæíà ïîïàñòü òî÷êà, çàäàíà ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:





y > 5− x,

y <
√
25− x2,

x ∈ [0, 5].
Íà ðèñ. 5, îíà âûäåëåíà.

SG =
π · 52
4

− 0,5 · 52 = 25(π − 2)

4
.

P (A) =
SG

Ω
=

25(π − 2)

4
/25 =

π − 2

4
≈ 0,285.◮

Îòâåò: P (A) =
π − 2

4
≈ 0,285.

x

y

5

5

x +y =25
2 2x+y=5

�èñ. 5. Ê ïðèìåðó 2.10

б)

Y
L

0

0 B(x)

O

а)

A

C(y)

L/2

L/2

L

L
X

�èñ. 6. Ê ïðèìåðó 2.11
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Ïðèìåð 2.11. Îäíîìåðíûé ñòåðæåíü äëèíû L ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñ-

ïèëèëè íà òðè ÷àñòè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ýòèõ ÷àñòåé

ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

◭Íà îòðåçêå OA äëèíû L, |OA| = L, ðèñ. 6á, ââåä¼ì äâå òî÷êè ðàçëîìà

ñòåðæíÿ: B(x) è C(y). Ïóñòü òî÷êà C íàõîäèòñÿ ïðàâåå òî÷êè, ò.å. x < y.
Òîãäà äëèíó ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ áóäóò ðàâíû: x, y − x è L− y.

Èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, êîãäà ñóììû äâóõ

îòðåçêîâ áîëüøå äëèíû òðåòüåãî îòðåçêà. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:





x+ (L− y) > (y − x),
x+ (y − x) > (L− y),
(y − x) + (L− y) > x,
y > x.

⇒







y < x+ L/2,
y > L/2,
x < L/2,
y > x.

Ïëîùàäü äàííîé îáëàñòè ðàâíà L2/8.
Çàêðàøåííàÿ, ðèñ. 6à) îáëàñòü, óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåðàâåíñòâàì ñèñòå-

ìû. Ïðè ýòîì îáëàñòü Ω îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ:

y > x, 0 < x < L, 0 < y < L. Ýòî òðåóãîëüíèê âûøå äèàãîíàëè êâàä-

ðàòà. Ïëîùàäü åãî ðàâíà L2/2.

P =
L2/8

L2/2
=

1

4
= 0,25.◮

Îòâåò: P = 0,25.

Ïðèìåð 2.12. Ñåðãåé çàêàçàë â äâóõ èòåðíåò-ìàãàçèíàõ ìîíèòîð è SSD

äèñê. Ïîçâîíèëè îáà êóðüåðà è ñêàçàëè, ÷òî ïðèåäóò ñ 10:00 äî 11:00. Äëÿ

ïðèåìà ìîíèòîðà íåîáõîäèìî 20 ìèíóò, à SSD äèñêà � 15 ìèíóò. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü, ÷òî íè îäíîìó èç êóðüåðîâ íå ïðèä¼òñÿ æäàòü.

◭ Ïóñòü A � ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íè îäíîìó èç êóðüåðîâ íå

ïðèä¼òñÿ æäàòü. Ââåä¼ì äâå ïåðåìåííûå: x � ÷èñëî ìèíóò, ïðîøåäøèõ ñ 10

÷àñîâ äî ïðèõîäà ïåðâîãî êóðüåðà ñ ìîíèòîðîì; y � ÷èñëî ìèíóò, ïðîøåäøèõ
ñ 10 ÷àñîâ äî ïðèõîäà êóðüåðà ñ äèñêîì.

x

0 15

20

60

60

G

G

y y=
x+

20

x=
y+

15

y=
x

�èñ. 7. Ê ïðèìåðó 2.12

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ðèñ. 7
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Ω = {(x, y)
∣
∣(0 6 x 6 60, 0 6 y 6 60).

Åñëè äâà êóðüåðà ïðèõîäÿò îäíîâðåìåííî òîãäà x = y.
Åñëè ïåðâûì ïðèõîäèò êóðüåð ñ äèñêîì x > y (òî÷êè íèæå ïðÿìîé y =

x), òî ÷òîáû êóðüåðû íå âñòðåòèëèñü ïðè ïåðåäà÷è è î�îðìëåíèè ïîêóïêè,

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå y < x− 15. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ

ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêèì óñëîâèÿì � íèæíÿÿ ÷àñòü îáëàñòè G, ðèñ. 7.
Åñëè ïåðâûì ïðèõîäèò êóðüåð ñ ìîíèòîðîì y > x (òî÷êè âûøå ïðÿìîé

y = x), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå èëè y > x + 20. Ìíîæåñòâî ýëåìåí-

òàðíûõ èñõîäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêèì óñëîâèÿì � âåðõíÿÿ ÷àñòü îáëàñòè

G, ðèñ. 7.
Ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò êîãäà òî÷êè ëåæàò âíóòðè çàêðàøåííîé îáëàñòè

G, ðèñ. 7. Òîãäà âåðîÿòíîñòü èñêîìîãî ñîáûòèÿ A ðàâíà îòíîøåíèþ ïëîùàäåé

îáëàñòè G è êâàäðàòà, òî åñòü

P (A) =
452/2 + 402/2

602
=

145

288
≈ 0,503. ◮
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

2.1. Â óðíå 10 áåëûõ è 15 ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç óðíû âûíèìàþò 3 øàðà.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå îíè áóäóò ÷¼ðíûìè.

2.2. Èç êîëîäû â 36 êàðò íàóäà÷ó âûáèðàþò òðè êàðòû. Êàêîâà âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ äâå äàìû?

2.3. Â êîíâåðòå ñðåäè 80 �îòîêàðòî÷åê íàõîäèòñÿ îäíà ðàçûñêèâàåìàÿ.

Èç êîíâåðòà íàóäà÷ó èçâëå÷åíû 20 êàðòî÷åê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ íóæíàÿ.

2.4. Ïîëíàÿ êîëîäà êàðò (52 ëèñòà) äåëèòñÿ ïîïîëàì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ÷èñëî ÷¼ðíûõ è êðàñíûõ êàðò â îáåèõ ïà÷êàõ áóäåò îäèíàêîâûì.

2.5. Äåñÿòü êíèã íà îäíîé ïîëêå ðàññòàâëåíû íàóäà÷ó. Îïðåäåëèòü âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì òðè îïðåäåë¼ííûå êíèãè îêàæóòñÿ ïîñòàâëåííûìè

ðÿäîì.

2.6. ×åòûðå ïàññàæèðà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàññàæèâàþòñÿ ïî øåñòè âà-

ãîíàì. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðâûõ ÷åòûð¼õ âàãîíàõ îêàæåòñÿ

ïî îäíîìó ïàññàæèðó.

2.7. Â ëè�òå èìåþòñÿ 5 ïàññàæèðîâ, êîòîðûå ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñõîäÿò

íà ñåìè ýòàæàõ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðâûõ ïÿòè ýòàæàõ

ñîéäåò ðîâíî ïî îäíîìó ïàññàæèðó.

2.8. Èç äåâÿòè ëèëèé, øåñòè ïèîíîâ è äåñÿòè ãåîðãèíîâ ñëó÷àéíûì îá-

ðàçîì âûáèðàþò äëÿ áóêåòà äåâÿòü öâåòêîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

áóêåòå áóäåò: òðè ëèëèè è òðè ãåîðãèíà.

2.9. Èç òðè ëèëèé, øåñòè ïèîíîâ è äåñÿòè ãåîðãèíîâ ñëó÷àéíûì îáðàçîì

âûáèðàþò äëÿ áóêåòà äåâÿòü öâåòêîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â áóêåòå

áóäåò: ïÿòü ãåîðãèí è õîòÿ áû îäíà ëèëèÿ.

2.10. Èç êîëîäû 36 êàðò ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò âîñåìü. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ: òðè ïèêè, äâå ÷åðâè è îäíà áóáíû.

2.11. Â ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàò, âïèñàí êðóãîâîé êîíóñ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííàÿ íà-

óäà÷ó âíóòðè ïàðàëëåëåïèïåäà òî÷êà îêàæåòñÿ âíóòðè êîíóñà.

2.12. Çàäóìàíû òðè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c, ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ a
è b íå ïðåâûøàþò c. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâàì

a2

c
6 b 6 a.

Äîìàøíåå çàäàíèå.

Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.1 è 1.2 òèïîâîãî ðàñ÷¼òà.


