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14. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 7.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìî-

ñòüþ îïèñàòü áîëüøóþ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ. Å¼ íàçûâàþò ãåíåðàëüíîé

ñîâîêóïíîñòüþ. Åñëè ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñëèøêîì ìíîãî÷èñëåííà,

èëè å¼ îáúåêòû òðóäíîäîñòóïíû, èëè èìåþòñÿ äðóãèå ïðè÷èíû, íå ïîçâî-

ëÿþùèå èçó÷èòü âñå îáúåêòû, ïðèáåãàþò ê èçó÷åíèþ êàêîé-òî ÷àñòè îáú-

åêòîâ. Ýòà âûáðàííàÿ äëÿ ïîëíîãî èçó÷åíèÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé.

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûáîðêà íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿëà ãåíåðàëüíóþ

ñîâîêóïíîñòü, ò.å. áûëà ðåïðåçåíòàòèâíîé (ïðåäñòàâèòåëüíîé). Åñëè ãå-

íåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ìàëà èëè ñîâñåì íåèçâåñòíà, íå óäà¼òñÿ ïðåäëîæèòü

íè÷åãî ëó÷øåãî, ÷åì ÷èñòî ñëó÷àéíûé âûáîð.

Îïðåäåëåíèå 14.1. Êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé n íàçûâàåòñÿ îáú¼ìîì

âûáîðêè.

Îïðåäåëåíèå 14.2. Íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ xi íàçûâàþò âàðèàíòàìè, à

èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàïèñàííóþ â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå � âàðèàöè-

îííûì ðÿäîì. ×èñëà íàáëþäåíèé m1, m2, . . . , mk íàçûâàþò ÷àñòîòàìè.

�àçíîñòü max(xi)−min(xi) íàçûâàåòñÿ ðàçìàõîì âàðèàöèîííîãî ðÿ-

äà.

Ñòàòèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì âûáîðêè íàçûâàþò ïåðå÷åíü âàðèàíò è

ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷àñòîò � òàáë. 14.1.

Òàáëèöà 14.1

Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

âàðèàíòû xi x1 . . . xk
÷àñòîòû mi m1 . . . mk

Îïðåäåëåíèå 14.3. Ýìïèðè÷åñêîé (ñòàòèñòè÷åñêîé) �óíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ F ∗(x), êîòîðàÿ ïðè

êàæäîì x ðàâíà îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòå ñîáûòèÿ ξ < x, ò.å. îòíîøåíèþ

mx � ÷èñëà íàáëþäåíèé ìåíüøèõ x ê îáú¼ìó âûáîðêè n:

F ∗(x) = P ∗(ξ < x) =
mx

n
.

Îïðåäåëåíèå 14.4. Ìåäèàíà � çíà÷åíèå âàðèàíòû, äëÿ êîòîðîãî êî-

ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íàõîäÿùèõñÿ ñëåâà è ñïðàâà, îäèíàêîâî.
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Ò.å., çíà÷åíèå Me, ïðè êîòîðîì F ∗(Me) = 0,5.

Äëÿ ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè ìîäà âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Èññëåäóåìàÿ âûáîðêà {xi} ñîðòèðóåòñÿ â ïîðÿäêå íå óáûâàíèÿ çíà-
÷åíèé ýëåìåíòîâ. Äàëåå, åñëè îáú¼ì âûáîðêè íå÷¼òíîå ÷èñëî, òîMe = x(n+1)/2,

èíà÷å Me =
(
xn/2 + xn/2+1

)
/2.

Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà {1, 2, 5, 6, 8, 9, 15} ìåäèàíà ðàâíà ÷åò-
â¼ðòîìó ýëåìåíòó Me = 6, à äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà {1, 2, 5, 6,
7, 9, 15, 16} ìåäèàíà ðàâíà ïîëóñóììå ÷åòâ¼ðòîãî è ïÿòîãî ýëåìåíòîâ Me =

(6 + 7)/2 = 6,5.

Îïðåäåëåíèå 14.5. Ìîäîé M0 íàçûâàåòñÿ âàðèàíòà, êîòîðàÿ èìååò

íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ÷àñòîòàìè.

Â äèñêðåòíî-âàðèàöèîííîì ðÿäó ìîäà � ýòî òà âàðèàíòà, êîòîðîé ñî-

îòâåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ ÷àñòîòà.

Äëÿ ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè ìîäà âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòûì

ïîäñ÷¼òîì. Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà {1, 2, 3, 4, 4, 4, 4,
5, 6, 6, 6, 7}, MO = 4, ò.ê. çíà÷åíèå 4 âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå äðóãèõ.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå èìåþò íåñêîëüêî íàèáîëåå ÷àñòî

âñòðå÷àþùèõñÿ çíà÷åíèé, íàçûâàþòñÿ ìóëüòèìîäàëüíûìè èëè ïîëèìîäàëüíûìè.

Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà: {1, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 8}, ìîäàìè áó-
äóò òðè çíà÷åíèÿ MO = {3, 6, 8}.

Ïðîñòåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåä-

íåå, êîòîðîå äëÿ ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð-

ìóëå:

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi. (14.1)

Åñëè äàííûå ñãðóïïèðîâàíû, òî:

x̄ =
1

n

k∑

i=1

mi · xi. (14.2)

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíîñèòåëü-

íî å¼ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S2 =
1

n

n∑

i=1

(xi − x̄)2 = (x− x̄)2 (14.3)
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äëÿ ïðîñòîé ñîâîêóïíîñòè è

S2 =
1

n

k∑

i=1

mi(xi − x̄)2 (14.4)

äëÿ ñãðóïïèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

S =
√
S2

(14.5)

íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì (ÑÊÎ).

Íà ïðàêòèêå âìåñòî �îðìóëû (14.3) áûâàåò óäîáíåå ïðèìåíÿòü äðóãóþ:

S2 =
1

n

n∑

i=1

x2i − (x̄)2 = x2 − x2 (14.6)

äëÿ ïðîñòîé ñîâîêóïíîñòè è

S2 =
1

n

k∑

i=1

mix
2
i − (x̄)2 (14.7)

äëÿ ñãðóïïèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðè ìàëûõ îáú¼ìàõ âûáîðêè n äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè σ2
èñïîëüçóþò èñ-

ïðàâëåííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S∗2
:

S∗2 =
n

n− 1
S2 =

1

n− 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2. (14.8)

Îöåíêà S∗2
ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé, ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äèñïåðñèè

σ2
.

Ôîðìóëà (14.8) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü S∗2
äëÿ ïðîñòîé ñîâîêóïíîñòè. Äëÿ

ñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ èñïîëüçóþò àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó (14.9):

S∗2 =
1

n− 1

k∑

i=1

mi(xi − x̄)2. (14.9)

Çàìå÷àíèå 14.1. Èñïðàâëåííîå âûáîðî÷íîå ÑÊÎ S∗
ÿâëÿåòñÿ íåñìå-

ù¼ííîé îöåíêîé ÑÊÎ S.

Ïðèìåð 14.1. Âûáîðêà çàäàíà â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò:

xi 3 5 8 10 11

mi 20 25 30 15 10
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Íàéòè ìîäó, ìåäèàíó è ýìïèðè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

◭Çäåñü îáú¼ì âûáîðêè

n = 20 + 25 + 30 + 15 + 10 = 100.

Ìîäà è ìåäèàíà ðàâíà 8. Íàéäåì îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû:

P ∗
1 = 20/100 = 1/5, P ∗

2 = 25/100 = 1/4, , P ∗
3 = 30/100 = 3/10,

P ∗
4 = 15/100 = 3/20, P ∗

5 = 10/100 = 1/10.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ïðèìåò âèä:

xi 3 5 8 10 11

P ∗
i 0,2 0,25 0,3 0,15 0,1

Èç ýòîé òàáëèöû íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

5∑

i=1

P ∗
i = 1.

Ïîëó÷àåì ýìïèðè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F ∗(x) =







0 ïðè x 6 3,

0,2 ïðè x ∈ (3, 5],

0,45 ïðè x ∈ (5, 8],

0,75 ïðè x ∈ (8, 10],

0,9 ïðè x ∈ (10, 11],

1 ïðè x > 11.

◮

Ïðèìåð 14.2. Âûáîðêà çàäàíà â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò:

xi 3 5 8 10 11 15

mi 5 10 30 25 22 8

◭Çäåñü îáú¼ì âûáîðêè

n = 5 + 10 + 30 + 25 + 22 + 8 = 100.

Ìîäà ðàâíà 8, à ìåäèàíà ðàâíà 10. ◮

Ïðèìåð 14.3. Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëå÷åíà âûáîðêà îáú¼ìà

n = 80:
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xi 0,9 1 1,2 1,4 1,5

mi 10 25 20 15 10

Íàéòè íåñìåù¼ííóþ îöåíêó ãåíåðàëüíîãî ñðåäíåãî, âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ

è âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

◭Íåñìåù¼ííîé îöåíêîé ãåíåðàëüíîãî ñðåäíåãî ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåä-

íåå. Òîãäà ïî �îðìóëå (14.2) íàéäåì:

x̄ =
1

80
(10 · 0,9 + 25 · 1 + 20 · 1,2 + 15 · 1,4 + 10 · 1,5) = 1,175.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (14.7):

S2 =
1

80
(10 · 0,92 + 25 · 12 + 20 · 1,22 + 15 · 1,42 + 10 · 1,52)− (1,175)2 ≈

≈ 1,4225− 1,3806 ≈ 0,042.

Çàìåòèì, ÷òî îòëè÷íàÿ îò íóëÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíîé

âåëè÷èíîé.

Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

S =
√
0,042 ≈ 0,205. ◮

Ïðèìåð 14.4. Ïî âûáîðêå îáú¼ìà n = 50 íàéäåíà ñìåù¼ííàÿ îöåíêà

S2 = 9,8 ãåíåðàëüíîé äèñïåðñèè. Íàéòè íåñìåù¼ííóþ îöåíêó äèñïåðñèè ãå-

íåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

◭Ñîãëàñíî (14.8), èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ â òî

æå âðåìÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêîé

S∗2 =
n

n− 1
· S2 =

50

49
· 9,8 = 10. ◮

Ïðèìåð 14.5. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îöåíêè ñ íàäåæíî-

ñòüþ 0,99 íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ, åñëè ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

σ = 3, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄ = 32 è îáú¼ì âûáîðêè n = 36.

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 7.

Îïðåäåëåíèå 14.6. Äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ íåñìåù¼ííîãî ïà-

ðàìåòðà a íàçûâàþò èíòåðâàë (a1; a2) ñî ñëó÷àéíûìè ãðàíèöàìè, çàâèñÿ-

ùèìè îò íàáëþäåíèé: a1 = a1(x1, . . . , xn), a2 =

= a2(x1, . . . , xn), íàêðûâàþùèé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ñ çàäàííîé âåðîÿò-

íîñòüþ γ: P
(
a ∈ (a1; a2)

)
= γ.
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Âåðîÿòíîñòü γ íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èëè íàäåæ-

íîñòüþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.

Îáû÷íî γ çàäàþò ðàâíûì 0,9; 0,95; 0,99 è áîëåå.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë Iγ äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè èìååò âèä:

Iγ

(

x̄− τγ
2

σ√
n
; x̄+ τγ

2

σ√
n

)

, (14.10)

ãäå âåëè÷èíà τγ
2
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

Φ(τγ
2
) =

γ

2
(14.11)

◭Â äàííîì ïðèìåðå âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (14.10). Ïîñêîëüêó çäåñü

γ = 0,99, òî ïàðàìåòð τγ
2
íàéäåì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà:

Φ(τγ
2
) =

γ

2
=

0,99

2
= 0,495.

Îòñþäà ïî òàáëèöàì �óíêöèè Ëàïëàñà îïðåäåëèì τγ
2
= 2,57. Çäåñü ëåâàÿ

ãðàíèöà èíòåðâàëà

x̄− τγ
2
· σ√

n
= 32− 2,57 · 3

6
= 32− 1,285 = 30,715.

Ïðàâàÿ ãðàíèöà îïðåäåëèòñÿ êàê 32 + 1,285 = 33,285. Òàêèì îáðàçîì,

èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a áóäåò

30,715 < a < 33,285.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,99 ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå Iγ =
(

30,715; 33,285
)

.◮

Ïðèìåð 14.6. Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëå÷åíà âûáîðêà îáú¼ìà

n = 16:

xi 3,5 4,1 4,7 5,4 5,6 6,2

mi 2 3 2 4 3 2

Îöåíèòü ñ íàäåæíîñòüþ 0,95 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a íîðìàëüíî ðàñ-

ïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó ñ ïîìîùüþ äîâå-

ðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.
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Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 7.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë Iγ äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè èìååò âèä:

Iγ

(

x̄− tγ
S∗
√
n
; x̄+ tγ

S∗
√
n

)

, (14.12)

ãäå âåëè÷èíà tγ îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå ïðèëîæåíèÿ 3 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà äëÿ α = 1 − γ è k = n − 1 èëè ñ ïîìîùüþ êîì-

ïüþòåðà èç óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà Fst(x)  n− 1

ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

Fst(tγ) =
1 + γ

2
, (14.13)

ãäå x̄ è S∗
� ñîîòâåòñòâåííî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è èñïðàâëåííîå ÑÊÎ.

Åñëè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi ∼ N(a; σ), i = 1, . . . , n, òî ñëó-

÷àéíàÿ âåëè÷èíà

t =
ξ̄ − a

S∗/
√
n

(14.14)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

◭Â äàííîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ íåèçâåñòíà è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (14.12). Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå âû÷èñëèì ïî �îðìóëå (14.2):

x̄ =
1

16
(2 · 3, 5 + 3 · 4,1 + 2 · 4,7 + 4 · 5,4 + 3 · 5,6 + 2 · 6,2) ≈ 4,9698.

Âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ óäîáíåå èñêàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (14.7):

S2 =
1

16

∑6
i=1mix

2
i − (x̄)2 =

=
1

16
(2 · 3, 52+3 · 4,12+2 · 4,72+4 · 5,42+3 · 5,62+2 · 6,22)− 4,96982 ≈ 0,7309.

Ñîãëàñíî (14.8), èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S∗2 =
16

15
· 0,7309 = 0,7796.

Îòñþäà íàõîäèì èñïðàâëåííîå ÑÊÎ S∗ ≈ 0,883. Ïðè α = 1− γ =

= 0,05 è ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû n− 1 = 15 èç òàáëèöû ïðèëîæåíèÿ 3 îïðå-

äåëèì tγ = 2,13. Íàõîäèì ðàäèóñ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

ε = tγ ·
S∗
√
n
= 2,13

0,883√
16

≈ 0,47.
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Íàõîäèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

Iγ = (x̄− ε; x̄+ ε) = (4,499; 5,439). ◮

Ïðèìåð 14.7. Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ íîðìàëüíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ, èçâëå÷åíà âûáîðêà îáú¼ìà n = 50, ðåçóëüòàòû êî-

òîðîé ñãðóïïèðîâàíû ñ ïîñòîÿííûì ðàçìàõîì èíòåðâàëà h=4 è ïîìåùåíû

â òàáëèöó.

i 1 2 3 4 5 6

(xi; xi+1] (10; 14℄ (14; 18℄ (18; 22℄ (22; 26℄ (26; 30℄ (30; 34℄

mi 4 11 15 12 6 2

1) Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ïî ñãðóïïèðîâàí-

íûì äàííûì, ãäå mi � ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ âàðèàíò â ïðîìåæóòîê (xi; xi+1].

2) Íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗(x).
3) Íà îñíîâàíèè äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ x,

íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S∗2
, ìîäó Mo è ìåäèàíó Me.

4) Íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ îöåíêè, ñ íàäåæíîñòüþ γ1 =

0,9, γ2 = 0,95 è γ3 = 0,99 , íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

M(ξ) = a ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíà ðàñïðåäå-

ëåíà íîðìàëüíî.

1) ◭Íàõîäèì âåêòîð îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò íàáëþäåíèé, ïîïàâøèõ â i-

òûé èíòåðâàë P ∗
i =

mi

n
.

P ∗ = [4/50, 11/50, 15/50, 12/50, 6/50, 2/50] =

= [0.08, 0.22, 0.3, 0.24, 0.12, 0.04].

Äåëèì ïîëó÷åííûé âåêòîð îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò íà ðàçìàõ èíòåðâàëîâ

h = 4, ïîëó÷àåì âåêòîð ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû.

P ∗

h
= [4/200, 11/200, 15/200

= [0.02, 0.055, 0.075, 0.06, 0.03, 0.01].

Ñòðîèì ãðà�èê, ðèñ. 52, ñîñòîÿùèé èç øåñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ øèðèíà

êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 4, à âûñîòà

P ∗
i

h
. Ïëîùàäü ïîëó÷åííîé �èãóðû ðàâíà 1.

Åñëè óâåëè÷èâàòü îáú¼ì âûáîðêè è êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ, òî âåðõíÿÿ ëèíèÿ

ãèñòîãðàììû ïðèáëèæàåòñÿ ê �óíêöèè ïëîòíîñòè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. ◮

2) ◭Íàõîäèì ýìïèðè÷åñêóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî �îðìóëå F ∗(x) =

P ∗(ξ < x) =
nx
n
, ãäå nx � ÷èñëî íàáëþäåíèé ìåíüøèõ x. Ïðè çàäàíèè âûáîð-

êè â âèäå ãðóïïîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãäå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò îòíîñÿòñÿ ê öåíòðó

èíòåðâàëîâ (ìàññèâ êîîðäèíàò
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0.025

10 14 18 22 26 30 34

0.05

0.075

x

P* h/

�èñóíîê 52. �èñòîãðàììà

�èñóíîê 53. Ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ F ∗(x)

D = [12, 16, 20, 24, 28, 32]). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå èññëåäó-

åìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî, ñëåäîâàòåëüíî �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíåéíàÿ. Ïîâåäåíèå ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F ∗(x) íà êàæäîì i-òîì îòðåçêå àïïðîêñèìèðóåì íåïðåðûâíîé ëèíåéíî âîç-

ðàñòàþùåé �óíêöèåé. Òîãäà �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîèì â âèäå êóñî÷íî-

ëèíåéíîé êðèâîé. Óðàâíåíèå ïðÿìîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè ñ êîîðäèíà-

òàìè (xi, yi) è

(xi+∆x, yi+∆yi) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå y = yi+
∆yi
∆x

(x−xi). Äëÿ íàøåãî ïðèìå-
ðà xi = 10 + 4(i − 1), i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, à y1 = 0,

yi = yi−1 + Pi, i = 2, 3, . . . , 7, ò.å, ìàññèâîì Y = [0, 0.08, 0.3, 0.6, 0.84, 0.96, 1].

∆yi = [0.08, 0.22, 0.3, 0.24, 0.12, 0.04].

F ∗(x) =







0 ïðè x 6 10,

0,02(x− 10) ïðè x ∈ (10, 14],

0,08 + 0, 055(x− 14) ïðè x ∈ (14, 18],

0,3 + 0, 075(x− 18) ïðè x ∈ (18, 22],

0,6 + 0, 06(x− 22) ïðè x ∈ (22, 26],

0,84 + 0, 03(x− 26) ïðè x ∈ (26, 30],

0,96 + 0, 01(x− 30) ïðè x ∈ (30, 34],

1 ïðè x > 36.

Ñòðîèì ãðà�èê ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗(x), ðèñ. 53.◮
3) ◭Íàõîäèì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ x, íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåð-

ñèþ S∗2
, ìîäó Mo è ìåäèàíó Me.
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Ïî �îðìóëå (14.2) íàõîäèì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ x̄ =
1

n

k∑

i=1

midi =

=
1

50
(4 · 12 + 11 · 16 + 15 · 20 + 12 · 24 + 6 · 28 + 2 · 32) = 20,88.

Ïî �îðìóëå (14.6) íàõîäèì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ

x2 =
1

n

k∑

i=1

mi · d2i =

=
1

50
(4 · 122 + 11 · 162 + 15 · 202 + 12 · 242 + 6 · 282 + 2 · 322) = 461,12.

S2 = x2 − (x̄)2 = 461,12− 20,882 = 25,146.

Ïî �îðìóëå (14.8) íàõîäèì íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ:

S∗2 =
n

n− 1
S2 =

50

49
· 25,146 = 25,659.

Íåñìåù¼ííîå âûáîðî÷íîå ñðåäíå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå S∗ =
√
S∗2 =

5,066. Äëÿ âûáîðêè, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ñãðóïïèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

çíà÷åíèå ìîäû àïïðîêñèìèðóþòñÿ â íåêîòîðóþ òî÷êó ìîäàëüíîãî èíòåðâàëà

(âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå):

M0 = X0 − h
fmo − fmo−1

fm0−1 − 2fmo + fmo+1
,

ãäå XO � íèæíåå çíà÷åíèå ìîäàëüíîãî èíòåðâàëà; fmo, fmo−1,

fmo+1 � çíà÷åíèå ÷àñòîò â ìîäàëüíîì, ïðåäûäóùåì è ñëåäóþùåì èíòåðâàëàõ,

ñîîòâåòñòâåííî; h � ðàçìàõ ìîäàëüíîãî èíòåðâàëà.

Äëÿ ðåøàåìîé çàäà÷è: mo = 3, X0 = 18, fmo = 15, fmo−1 = 11,

fmo+1 = 12, h = 4.

M0 = 18− 4
15− 11

11− 30 + 12
≈ 20,286.

Äëÿ âûáîðêè, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ñãðóïïèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

çíà÷åíèå ìåäèàíû àïïðîêñèìèðóþòñÿ â íåêîòîðóþ òî÷êó Me ìåäèàííîãî èí-

òåðâàëà ïî �îðìóëå:

Me = X0 + h

0,5
s∑

k=1

fk −
me−1∑

k=1

fk

fme
,

ãäå XO � íèæíÿÿ ãðàíèöà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ìåäèàíà (ìåäèàííûé èí-

òåðâàë me); fme �� çíà÷åíèå ÷àñòîòû â ìåäèàííîì èíòåðâàëå; h � ðàçìàõ
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ìåäèàííîãî èíòåðâàëà.

Me = 18 + 4
25− (4 + 11)

15
≈ 20,667.

◮

4) ◭Íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ îöåíêè ñ íàäåæíîñòüþ γ1 = 0,9,

γ2 = 0,95 è γ3 = 0,99 , íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M(ξ) = a ãå-

íåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíà ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè âû÷èñëÿåì ïî �îð-

ìóëå (14.12)

(

x̄− tγ
S∗√
n
; x̄ + tγ

S∗√
n

)

, ãäå âåëè÷èíà tγ îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå

ïðèëîæåíèÿ 3 êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà äëÿ α = 1− γ è

k = n−1 èëè ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà èç óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ Ñòüþäåíòà Fst(x)  k = n−1 = 49 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. α1 = 0,1, α2 = 0,05,

α3 = 0,01.

tγ1 = 1,675; tγ2 = 2,01; tγ3 = 2,68.

Íàõîäèì ðàäèóñû äîâåðèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ εi = tγi
S∗
√
n
, i = 1, 2, 3.

ε1 = 1,675
5,065√

50
= 1,22; ε2 = 2,01

5,065√
50

= 1,44; ε3 = 2,68
5,065√

50
= 1,92.

Îòìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íàä¼æíîñòè ðàäèóñ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâà-

ëà óâåëè÷èâàåòñÿ.

Íàõîäèì äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

Iγ1 = (19,68; 22,08); Iγ2 = (19,44; 22,32); Iγ3 = (18,96; 22,8).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ðàâåíñòâà

P (19,68 < M(ξ) < 22,08) = 0,9;

P (19,44 < M(ξ) < 22,32) = 0,95;

P (18,96 < M(ξ) < 22,8) = 0,99. ◮

Ïðèìåð 14.8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ðàñïðå-

äåëåíà íîðìàëüíî ïðè ýòîì èçâåñòíî ñðåäíå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

σ = 2.

1) Ñ íàäåæíîñòüþ γ1 = 0,9, γ1 = 0,95 è γ2 = 0,99 íàéòè äîâåðèòåëüíûå

èíòåðâàëû äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíî-

ñòè, åñëè îáúåì âûáîðêè n = 40 è ñðåäíåå âûáîðî÷íîå x = −5.

2) Êàê èçìåíèòñÿ ðàäèóñû äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïðè óâåëè÷åíèè

îáú¼ìà âûáîðêè â ÷åòûðå ðàçà òåõ æå çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî

îòêëîíåíèÿ è íàä¼æíîñòè.
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◭Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè èìååò âèä (14.10):

(

x̄−
τγ/2

σ√
n
; x̄ + τγ/2

σ√
n

)

, ãäå âåëè÷èíà τγ/2 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (14.11):

Φ(τγ/2) =
γ
2 .

1) ◭Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ âåëè÷èí τγ1/2, τγ2/2, τγ3/2.

Φ(τγ1/2) =
γ1
2

=
0,9

2
= 0,45.

Îòñþäà, ïî òàáëèöàì �óíêöèè Ëàïëàñà îïðåäåëèì τγ1/2 = 1,65.

Àíàëîãè÷íî,

Φ(τγ2/2) = 0,475 ⇒ τγ2/2 = 1,96.

Φ(τγ3/2) = 0,495 ⇒ τγ3/2 = 2,58.

Íàõîäèì ðàäèóñû äîâåðèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ εi, i = 1, 2, 3,

εi = τγi/2
σ√
n
.

ε1 = 0,522; ε2 = 0,620; ε3 = 0,816.

Ìû âèäèì, ÷òî ðàäèóñû äîâåðèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ ñ óâåëè÷åíèåì íàä¼æ-

íîñòè ðàñøèðÿþòñÿ.

Íàõîäèì äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

Iγ1 = (−5,522;−4,478); Iγ2 = (−5,62;−4,38); Iγ3 = (−5,816;−4,184).◮

2) ◭Ïðè óâåëè÷åíèè îáú¼ìà âûáîðêè â ÷åòûðå ðàçà, ðàäèóñ äîâåðèòåëü-

íîãî èíòåðâàëà óìåíüøèòüñÿ â äâà ðàçà

ε1 = 0,261; ε2 = 0,310; ε3 = 0,409

è äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû áóäóò ðàâíû

Iγ1 = (−5,261;−4,439); Iγ2 = (−5,31;−4,69); Iγ3 = (−5,408;−4,592).

◮

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Â òàáëèöå 13.8 äàíû 30 âàðèàíòîâ çàäàíèé. Ïî äàííûì â òàáëèöå ðåçóëü-

òàòàì èçìåðåíèé íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ çàäàííîé íàäåæ-

íîñòüþ γ.


