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11. Äâóìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 6.

Îïðåäåëåíèå 11.1. n -ìåðíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì èëè n- ìåð-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ íàáîð ξ = (ξ1, ξ2 . . . , ξn) ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, çàäàííûõ íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

(Ω, A, P ).

Ôàêòè÷åñêè ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ åñòü îòîáðàæåíèå ξ : Ω → Rn

11.1.Äâóìåðíûå äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 11.2. Çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé äâóìåðíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò ïåðå÷åíü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîé âåëè÷èíû,

ò.å. ïàð ÷èñåë (xi; yj), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, è èõ âåðîÿòíîñòåé

pij = P (ξ = xi; η = yj).

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äâóìåðíîé äèñêðåòíûå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çà-

äàåòñÿ â âèäå òàáëèöû ñ äâîéíûì âõîäîì, â êîòîðîé óêàçûâàþò âñå çíà÷åíèÿ

xi, yi è âåðîÿòíîñòè pij.

ξ\η y1 . . . yj . . . ym

x1 p11 . . . p1j . . . p1m
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xi pi1 . . . pij . . . pim
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xn pn1 . . . pnj . . . pnm

Äàëåå â ýòó òàáëèöó äîáàâëÿþò îäíó ñòðîêó è îäèí ñòîëáåö.

Çíàÿ äâóìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

êàæäîé ñîñòàâëÿþùåé (íî íå íàîáîðîò).

P (ξ = xi) = P (ξ = xi, η = y1) + P (ξ = xi, η = y2) + . . .

. . .+ P (ξ = xi, η = ym) =
m∑

j=1

pij = pi ∗.
(11.1)

Àíàëîãè÷íî

P (η = yj) = P (ξ = x1, η = yj) + P (ξ = x2, η = yj) + . . .

. . .+ P (ξ = xn, η = yj) =
n∑

i=1

pij = p∗ j.
(11.2)
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Òàáëèöà 11.1

�àñïðåäåëåíèå äâóìåðíîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ\η y1 . . . yj . . . ym P (ξ = xi)

x1 p11 . . . p1j . . . p1m p1 ∗
.

.

.

.
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.
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xi pi1 . . . pij . . . pim pi ∗
.

.

.

.
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.
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.
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.

.

xn pn1 . . . pnj . . . pnm pn ∗
P (η = yj) p∗ 1 . . . p∗ j . . . p∗m 1

M(ξ) =
n∑

i=1

xipi ∗, M(η) =
m∑

j=1

yjp∗ j. (11.3)

Îïðåäåëåíèå 11.3. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè

(
M(ξ);M(η)

)
íàçûâàåòñÿ

öåíòðîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P (η = yj/ξ = xi) =
P (ξ = xi, η = yj)

P (ξ = xi)
=
pij
pi ∗

. (11.4)

P (ξ = xi/η = yj) =
pij
p∗ j

. (11.5)

Âåðîÿòíîñòè P (η = yj/ξ = xi) äëÿ j = 1, . . . , m îáðàçóþò óñëîâíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ξ. Â ÷àñòíî-

ñòè, ìîæíî íàéòè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå η ïðè �èêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè ξ:

M(η/ξ = xi) =

m∑

j=1

yjP (η = yj/ξ = xi) äëÿ i = 1, . . . , n (11.6)

è óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè η:

M(ξ/η = yj) =
n∑

i=1

xiP (ξ = xi/η = yj) äëÿ j = 1, . . . , m. (11.7)
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Äëÿ íåçàâèñèìûõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

P (η = yj/ξ = xi) = P (η = yj) è P (ξ = xi/η = yj) = P (ξ = xi).

P (η = yj/ξ = xi) =
pij
pi ∗

=
pi ∗ · p∗ j
pi ∗

= p∗ j .

P (ξ = xi/η = yj) =
pij
p∗ j

=
pi· · p∗ j
p∗ j

= pi ∗ .

Îïðåäåëåíèå 11.4. Êîððåëÿöèîííûì ìîìåíòîì K
ξη
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ è η íàçûâàþò:

K
ξη
=M

((
ξ −M(ξ)

)(
η −M(η)

))
.

K
ξη
=M(ξ · η)−M(ξ) ·M(η). (11.8)

Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîãî ìîìåíòà ïî �îðìóëå (11.8) äëÿ äèñêðåòíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñóììû:

K
ξη
=

m∑

j=1

n∑

i=1

pijxiyj −M(ξ) ·M(η),

à äëÿ íåïðåðûâíûõ � èíòåãðàëà:

K
ξη
=

+∞∫∫

−∞

xyf(x; y)dxdy −M(ξ) ·M(η).

Òåîðåìà 11.13. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êîððåëÿöèîííûé

ìîìåíò ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåð 11.1. Çàäàíà äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ξ, η):

ξ\η 4 7 8

3 0,1 0,2 0,1

5 0,3 0,1 0,2

Íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ξ è η, áåçóñëîâíîå è óñëîâ-

íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ ïðè óñëîâèè η = 7, à òàêæå áåçóñëîâíîå

è óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå η ïðè ξ = 5. Íàéòè êîððåëÿöèîííûé

ìîìåíò Kξη.
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◭ Ñëîæèâ âåðîÿòíîñòè ïî ñòðîêàì, ïîëó÷èì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñî-

ñòàâëÿþùåé ξ:

ξ 3 5

p 0,4 0,6

Åñëè ñëîæèì âåðîÿòíîñòè ïî ñòîëáöàì, òî ïðèäåì ê çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ

ñîñòàâëÿþùåé η:

η 4 7 8

p 0,4 0,3 0,3

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíèõ òàáëèö ëåãêî íàéäåì áåçóñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå

îæèäàíèÿ:

M(ξ) = 3 · 0,4 + 5 · 0,6 = 4,2,

M(η) = 4 · 0,4 + 7 · 0,3 + 8 · 0,3 = 6,1.

Âåðîÿòíîñòü P (η = 7) = 0,2 + 0,1 = 0,3. Ñîãëàñíî (11.5),

P (ξ = xi/ζ = yj) =
pij
p∗ j

, óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P (ξ = 3/η = 7) = 0,2/0,3 = 2/3,

P (ξ = 5/η = 7) = 0,1/0,3 = 1/3.

Óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ξ/η = 7 ïðèìåò âèä:

ξ/η = 7 3 5

P (ξ = xi/η = 7) 2/3 1/3

Ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M(ξ/η = 7) = 3 · 2/3 + 5 · 1/3 = 11/3.

Âåðîÿòíîñòü P (ξ = 5) = 0,3 + 0,1 + 0,2 = 0,6. Äàëåå ïî �îðìóëå (11.4)

âû÷èñëÿåì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P (η = 4/ξ = 5) = 0,3/0,6 = 1/2,

P (η = 7/ξ = 5) = 0,1/0,6 = 1/6,

P (η = 8/ξ = 5) = 0,2/0,6 = 1/3.

Ïî óñëîâíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ η/ξ = 5
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η/ξ = 5 4 7 8

P (η = yi/ξ = 5) 1/2 1/6 1/3

íàéäåì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M(η/ξ = 5) = 4 · 1/2 + 7 · 1/6 + 8 · 1/3 = 35/6.

Óìíîæàÿ çíà÷åíèÿ xi íà yj êîìïîíåíòîâ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ; η) ξ è η

è â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòåé ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ pij èç çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ,

ïîëó÷èì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξη:

ξη 12 20 21 24 35 40

P 0,1 0,3 0,2 0,1 0,1 0,2

M(ξη) = 12 · 0,1 + 20 · 0,3 + 21 · 0,2 + 24 · 0,1 + 35 · 0,1 + 40 · 0,2 = 25,3

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (11.8) íàéä¼ì êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò

K
ξη
=M(ξ · η)−M(ξ) ·M(η) = 25,3− 4,2 · 6.1 = −0,32. ◮

Ïðèìåð 11.2. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ; η)

ñ äèñêðåòíûìè êîìïîíåíòàìè.

ξ\η 0 2 4

-1 0,05 0,15 0,15

0 0,2 0,1 0,1

1 0,15 0,1 0

Íàéòè êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò K(ξη).

◭Âûïèøåì îòäåëüíî ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η è ξη.
ξ -1 0 1

P 0,35 0,4 0,25

η 0 2 4

P 0,4 0,35 0,25

ξη -4 -2 0 2 4

P 0,15 0,15 0,6 0,1 0

Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ M(ξ), M(η) è M(ξη).

M(ξ) = −1 · 0,35 + 1 · 0,25 = −0,1.

M(η) = 2 · 0,35 + 4 · 0,25 = 1,7.

M(ξη) = −4 · 0,15− 2 · 0,15 + 2 · 0,1 = −0,7.

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (11.8) íàéä¼ì êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò

K
ξη
=M(ξ · η)−M(ξ) ·M(η) = −0,7 + 0,1 · 1.7 = −0,53.◮

Ïðèìåð 11.3. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ; η)

ñ äèñêðåòíûìè êîìïîíåíòàìè.

ξ\η 1 2 4

3 0,1 0,1 0,2

5 0,15 0,15 0,3
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Òðåáóåòñÿ:

1) Íàéòè îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η è ξη, èõ

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ M(ξ), M(η) è Mξη) è äèñïåðñèè D(ξ), D(η) è

D(ξη). Âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî èõ êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò K(ξη).

2) Äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η.

◭Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ òàáëèöó äëÿ çàäàííîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ

äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, η).

ξ\η 1 2 4 P (ξ = xi)

3 0,1 0,1 0,2 0,4

5 0,15 0,15 0,3 0,6

P (η = yj) 0,25 0,25 0,5 1

Âûïèøåì îòäåëüíî ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η è ξη.
ξ 3 5

P 0,4 0,6

η 1 2 4

P 0,25 0,25 0,5

ξη 3 5 6 10 12 20

P 0,1 0,15 0,1 0,15 0,2 0,3

Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ M(ξ), M(η) è M(ξη).

M(ξ) = 3 · 0,4 + 5 · 0,6 = 4,2.

M(η) = 1 · 0,25 + 2 · 0,25 + 4 · 0,5 = 2,75.

M(ξη) = 3 · 0,1 + 5 · 0,15 + 6 · 0,1 + 10 · 0,15 + 12 · 0,2 + 20 · 0,3 = 11,55.

Íàéä¼ì äèñïåðñèè D(ξ), D(η) è D(ξη).

D(ξ) = 32 · 0,4 + 52 · 0,6− 4,22 = 0,96.

D(η) = 12 · 0,25 + 22 · 0,25 + 42 · 0,5− 2,752 = 1,6875.

D(ξη) = 32 ·0,1+52 ·0,15+62 ·0,1+102 ·0,15+122 ·0,2+202 ·0,3−M2(ξη) =

= 38,6475. Íàéä¼ì êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò

K(ξη) = M(ξη)−M(ξ)M(η) = 11,55− 4,2 · 2,75 = 0.

2) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ïðîâåðèì

âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

P (ξ = xi, η = yj) = P (ξ = xi) · P (η = yj), i = 1, 2; j = 1, 2, 3.

P (ξ = x1) · P (η = y1) = 0,25 · 0,4 = 0,1.

P (ξ = x1) · P (η = y2) = 0,25 · 0,6 = 0,15.

P (ξ = x2) · P (η = y1) = 0,25 · 0,4 = 0,1.

P (ξ = x2) · P (η = y2) = 0,25 · 0,6 = 0,15.

P (ξ = x3) · P (η = y1) = 0,5 · 0,4 = 0,2.

P (ξ = x3) · P (η = y2) = 0,5 · 0,6 = 0,3.
Âñå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η íåçà-

âèñèìû. ◮
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Ïðèìåð 11.4. Çàäàíà äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Θ = 10ξ − 3η, ãäå

ξ è η � äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èç ïðèìåðà 11.3. Âû÷èñëèòü ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M(Θ) è äèñïåðñèþ D(Θ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Θ

äâóìÿ ñïîñîáàìè: íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñ-

ïåðñèè è èñïîëüçóÿ ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

◭ Èñïîëüçóåì äâà ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèÿ

M(Cξ) = CM(ξ) è M(ξ + η) =M(ξ) +M(η).

M(Θ) = 10 ·M(ξ)− 3 ·M(η) = 10 · 4,2− 3 · 2,75 = 33,75.

Íàéä¼ì òåïåðü ïåðâûì ñïîñîáîì äèñïåðñèþ D(Θ). Èñïîëüçóåì äâà ñâîé-

ñòâà äèñïåðñèè îæèäàíèÿ D(Cξ) = C2D(ξ) è äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí D(ξ + η) = D(ξ) +D(η).

D(Θ) = 102 ·D(ξ) + (−3)2 ·D(η) = 100 · 0,96 + 9 · 1,6875 = 111,1875.

Çàïèøåì ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 10 ·M(ξ) è −3 ·M(η):

10ξ 30 50

P 0,4 0,6

−3η -12 -6 -3

P 0,5 0,25 0,25

Ïîëó÷àåì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Θ:

Θ 18 24 27 38 44 47

P 0,4 · 0,5 0,4 · 0,25 0,4 · 0,25 0,6 · 0,5 0,6 · 0,25 0,6 · 0,25

Θ 18 24 27 38 44 47

P 0,2 0,1 0,1 0,3 0,15 0,15

Íàõîäèì M(Θ) :

M(Θ) = 18 · 0,2 + 24 · 0,1 + 27 · 0,1 + 38 · 0,3 + 44 · 0,15 + 47 · 0,15 = 33,75

è D(Θ) :

D(Θ) = 182 ·0,2+242 ·0,1+272 ·0,1+382 ·0,3+442 ·0,15+472 ·0,15−33,752 =

= 111,1875.

Îáà ñïîñîáà äàëè îäèí è òî æå ðåçóëüòàò. ◮

11.2.Íåïðåðûâíàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Îïðåäåëåíèå 11.5. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû (ξ; η) íàçûâàþò

F (x; y) = P{ξ < x; η < y}. (11.9)

Îïðåäåëåíèå 11.6. Äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ξ; η) íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîé, åñëè å¼ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x; y) íåïðåðûâíà è èìååò
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íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà âñþäó (çà èñêëþ÷åíèåì

áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà êðèâûõ).

Äâóìåðíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) 0 6 F (x; y) 6 1;

(2) F (−∞; y) = F (x;−∞) = F (−∞;−∞) = 0 F (+∞; +∞) = 1;

(3) F (x; y) åñòü íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó;

(4) Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëü-

íûì ïåðåõîäîì:

Fξ(x) = P{ξ < x} = F (x; +∞),

Fη(y) = P{η < y} = F (+∞; y);

(5) Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïî �îðìóëå:

P{x1 6 ξ < x2; y1 6 η < y2} =

=
(
F (x2; y2)− F (x2; y1)

)
−
(
F (x1; y2)− F (x1; y1)

)
.

(11.10)

Îïðåäåëåíèå 11.7. Ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé íåïðåðûâ-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ; ζ) íàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ÷àñòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

f(x; y) =
∂2F (x; y)

∂x∂y
. (11.11)

Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) f(x; y) > 0;

(2) f(−∞; y) = f(x;−∞) = f(±∞;±∞) = 0;

(3) F (x; y) =
x∫

−∞

y∫

−∞
f(s; t)dsdt;

(4) Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ; η) â îá-

ëàñòü G ðàâíà:

P ((ξ; η) ∈ G) =

∫∫

G

f(x; y)dxdy;
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(5)

+∞∫∫

−∞

f(x; y)dxdy = 1.

Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ äâóìåðíîé íåïðåðûâíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ïîëó÷àþòñÿ èç å¼ ïëîòíîñòè f(x; y) ïî �îðìóëàì (11.12):

f
ξ
(x) =

+∞∫

−∞

f(x; y)dy; fη(y) =

+∞∫

−∞

f(x; y)dx. (11.12)

Îïðåäåëåíèå 11.8. Óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ f(y/ξ = x) ðàñïðåäåëåíèÿ η

ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ = x, íàçûâàåòñÿ:

f(y/ξ = x) =







0, f
ξ
(x) = 0,

f(x; y)

f
ξ
(x)

, f
ξ
(x) 6= 0.

(11.13)

Óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ f(x/η = y) ðàñïðåäåëåíèÿ ξ ïðè óñëîâèè, ÷òî η =

y, íàçûâàåòñÿ:

f(x/η = y) =







0, fη(y) = 0,
f(x; y)

fη(y)
, fη(y) 6= 0.

(11.14)

Îïðåäåëåíèå 11.9. Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì η ïðè óñëî-

âèè, ÷òî ξ = x, íàçûâàåòñÿ:

M(η/ξ = x) =

+∞∫

−∞

yf(y/ξ = x)dy. (11.15)

Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ξ ïðè óñëîâèè, ÷òî

η = y, íàçûâàåòñÿ:

M(ξ/η = y) =

+∞∫

−∞

x · f(x/η = y)dx. (11.16)

Òåîðåìà 11.14. Äëÿ íåçàâèñèìîñòè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ

è η íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f(x; y) = f
ξ
(x) · f

η
(y).
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Äëÿ íåçàâèñèìûõ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

f(y/ξ = x) = fη(y) è f(x/η = y) = fξ(x) ïðè fξ(x) 6= 0, fη(y) 6= 0.

Ò.å. çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîé èç íèõ íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé, ïðèíè-

ìàåìûõ äðóãîé.

f(y/ξ = x) =
f(x; y)

fξ(x)
=
fξ(x) · fη(y)

fξ(x)
= fη(y).

Ïðèìåð 11.5. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû (ξ, η) â îáëàñòè D : 0 6 x 6 π/2, 0 6 y 6 π/2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

cosx · cos y.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ, η) â ïðÿìîóãîëü-

íèê, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè x = π/4, x = π/2, y = 0, y = π/4.

◭ Èñïîëüçóåì �îðìóëó (11.10):

P (x1 < ξ < x2, y1 < η < y2) =

= (F (x2, y2)− F (x2, y1))− (F (x1, y2)− F (x1, y1)).

Ïîëîæèâ x1 = π/4, x2 = π/2, y1 = 0, y2 = π/4, ïîëó÷èì

P = (cos
π

2
· cos π

4
− cos

π

2
· cos 0)− (cos

π

4
· cos π

4
− cos

π

4
· cos 0) =

=

√
2− 1

2
≈ 0,207.◮

Îòâåò: ≈ 0,207.

Ïðèìåð 11.6. Çàäàíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû

F (x, y) =

{
(1− e−ax)(1− e−by) , ïðè x > 0, y > 0,

0 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàéòè äâóìåðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (ξ, η).

◭ Ñîãëàñíî (11.11), ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè åñòü âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ÷àñò-

íàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî y îòëè÷íîé îò íó-

ëÿ ÷àñòè ðàâíà:

∂F (x, y)

∂y
= b(1− e−ax)e−by.

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî x, ïîëó÷èì

f(x; y) =
∂2F (x; y)

∂x∂y
= abe−ax−by

ïðè x > 0, y > 0 è, êðîìå òîãî, f(x, y) = 0 ïðè x < 0 èëè y < 0.◮
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Îòâåò: f(x, y) =

{
abe−ax−by

ïðè x > 0, y > 0,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìåð 11.7. Çàäàíà äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû äâóõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: f(x, y) = (1/2) cos(x+ y) â êâàäðàòå

G : −π/4 6 x 6 π/4, −π/4 6 y 6 π/4; âíå ýòîãî êâàäðàòà f(x, y) = 0.

Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ, η).

◭ Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé:

F (x, y) =

x∫

−π/4

y∫

−π/4

f(x, y)dxdy.

Òîãäà: a) åñëè (x; y) ∈ G

F (x, y) =
1

2

x∫

−π/4

dx

y∫

−π/4

cos(x+ y)dy =
1

2
(cos(x− π/4) + cos(y − π/4)−

− cos(x+ y)).

á) ïðè x < −π
4
èëè y < −π

4

F (x, y) =

x∫

−∞

dx

y∫

−∞

0dy = 0.

â) ïðè x >
π

4
, −π

4
6 y 6

π

4

F (x, y) =
1

2

∫ π/4

−π/4

dx

∫ y

−π/4

cos(x+ y)dy =
1

2
(1 + cos(y − π/4)− cos(y + π/4)).

ã) ïðè −π
4
6 x 6

π

4
, y >

π

4

F (x, y) =
1

2
(1 + cos(x− π/4)− cos(x+ π/4)).

ä) ïðè x >
π

4
è y >

π

4
F (x, y) = 1.

Ïîëó÷èëè
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F (x, y) =







1

2
(cos(x− π

4
) + cos(y − π

4
)− cos(x+ y)), åñëè (x; y) ∈ G,

0, åñëè x < −π
4
èëè y < −π

4
,

1

2
(1 + cos(y − π

4
)− cos(y +

π

4
)), åñëèx >

π

4
,−π

4
6 y 6

π

4
,

1

2
(1 + cos(x− π

4
)− cos(x+

π

4
)), åñëè− π

4
6 x 6

π

4
, y >

π

4
,

1, åñëè x >
π

4
, y >

π

4
.

◮

Ïðèìåð 11.8. Çàäàíà äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

f(x, y) = a/(x2 + y2 + 2)4 ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξ, η). Íàéòè

ïîñòîÿííóþ a.

◭Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 5 ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f(x, y)dxdy = 1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ óäîáíåå ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.

Òîãäà

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

a

(x2 + y2 + 2)4
dxdy = a

∫ 2π

0

dϕ

∫ ∞

0

1

(r2 + 2)4
rdr = 1.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ ïî ϕ è r ïîëó÷èì:

πa/24 = 1 ⇒ a = 24/π ≈ 7,639.◮

Îòâåò: a = 24/π ≈ 7,639.

Ïðèìåð 11.9. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξ, η) èìååò ïëîòíîñòü âå-

ðîÿòíîñòè f(x, y) = a/((1+x2)(4+y2)). Îïðåäåëèòü êîý��èöèåíò a; íàéòè

�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y); âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àé-

íîé òî÷êè (ξ, η) â ïðÿìîóãîëüíèê G : x ∈ [0, 1], y ∈ 0, 2]; óñòàíîâèòü, ÿâ-

ëÿþòñÿ ëè âåëè÷èíû ξ è η çàâèñèìûìè.

◭Êîý��èöèåíò a íàéäåì òàêæå ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 5 ïëîòíîñòè:

a

+∞∫

−∞

dx

1 + x2

+∞∫

−∞

dy

4 + y2
= 1, a ·

(

arctg x

)∣
∣
∣
∣

+∞

−∞
·
(
1

2
arctg

y

2

)∣
∣
∣
∣

+∞

−∞
= 1,
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a ·
(π

2
+
π

2

)

·
(π

4
+
π

4

)

= 1, a · π
2

2
= 1, a =

2

π2
.

Òàêèì îáðàçîì,

f(x, y) =
2

π2(1 + x2)(4 + y2)
.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3 äâóìåðíîé ïëîòíîñòè, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x, y) =
2

π2

x∫

−∞

dx

1 + x2

y∫

−∞

dy

4 + y2
=

2

π2
·
(

arctgx+
π

2

)

·
(
1

2
arctg

y

2
+
π

4

)

.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèê G îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ íàé-

äåííîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

P ((ξ, η) ∈ G) = F (1, 2)− F (0, 2)− (F (1, 0)− F (0, 0)) =

=
2

π2

((

arctg 1 +
π

2

)

·
(
1

2
arctg 1 +

π

4

)

− π

2

(
1

2
arctg 1 +

π

4

)

−

−
((

arctg 1 +
π

2

) π

4
− π

2

π

4

))

=
1

16
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòó æå âåðîÿòíîñòü ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî íàéòè ñ ïîìî-

ùüþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîãëàñíî å¼ ñâîéñòâó 4.

Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ íàéäåì ïî �îðìóëàì (11.12):

fξ(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

2

π2(1 + x2)

∫ +∞

−∞

dy

4 + y2
=

1

π(1 + x2)
.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì, ÷òî

fη(y) =
2

π(4 + y2)
.

Ïîñêîëüêó çäåñü f(x, y) = fξ(x) · fη(y), òî äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû. ◮
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Ïðèìåð 11.10. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äâóìåðíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû ξ η ðàâíà: f(x; y) =

{
a(x2 + xy), (x; y) ∈ D,

0, (x; y) /∈ D,
ãäå D : 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé a, ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ η, ìàòåìàòè÷åñêèå

îæèäàíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ è êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò.

◭Ïîñòîÿííóþ a íàéäåì èç óñëîâèÿ

2∫

0

2∫

0

f(x, y)dxdy = 1.

Òîãäà

a

2∫

0

dx

2∫

0

(x2 + xy)dy = 1.

Íàõîäèì èíòåãðàë:

a
2∫

0

(

x2y +
xy2

2

) ∣
∣
∣

2

0
dx = a

2∫

0

(
2x2 + 2x

)
dx = a

(
2x3

3
+ x2

)∣
∣
∣

2

0
=

= a

(
16

3
+ 4

)

=
28a

3
.

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå:a · 28/3 = 1. Îòñþäà ïîëó÷èì çíà÷åíèå a = 3/28.

Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ áó-

äåò

f(x; y) =

{ 3

28
(x2 + xy), åñëè (x; y) ∈ D,

0, åñëè (x; y) /∈ D.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η îïðåäåëÿòñÿ êàê

M(ξ) =

2∫

0

2∫

0

xf(x, y)dxdy =
3

28

2∫

0

xdx

2∫

0

(x2 + xy)dy =
10

7
,

M(η) =

2∫

0

2∫

0

yf(x, y)dxdy =
3

28

2∫

0

dx

2∫

0

y(x2 + xy)dy =
8

7
.

Íàéä¼ì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ η.

Ïðè x ∈ [0; 2]
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fξ(x) =

∞∫

−∞

f(x; y)dy =
3

28

2∫

0

(x2 + xy)dy =
3

28

(

x2y + x
y2

2

) ∣
∣
∣
∣

2

0

=
3

14
(x2 + x).

fξ(x) =

{
0, åñëè x /∈ [0; 2],
3

14
(x2 + x), åñëè x ∈ [0; 2].

Ïðè y ∈ [0; 2]

fη(y) =

∞∫

−∞

f(x; y)dx =
3

28

2∫

0

(x2+xy)dx =
3

28

(
x3

3
+
x2y

2

) ∣
∣
∣
∣

2

0

=
3

28

(
8

3
+ 2y

)

.

fη(y) =







0, åñëè y /∈ [0; 2],
3

28

(
8

3
+ 2y

)

, åñëè y ∈ [0; 2].

Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèÿ îñíîâíûõ ñâîéñòâ �óíêöèè ïëîòíîñòè: 1) f(x) > 0

è 2)

∞∫

−∞
f(x)dx = 1. Ïåðâîå ñâîéñòâî äëÿ îáåèõ �óíêöèé âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. íà

îòðåçêå [0; 2] îíè íåîòðèöàòåëüíû, à âíå åãî ðàâíû íóëþ.

∞∫

−∞

fξ(x)dx =

2∫

0

3

14
(x2 + x)dx =

3

14

(
x3

3
+
x2

2

) ∣
∣
∣
∣

2

0

=
3

14

(
8

3
+ 2

)

= 1.

∞∫

−∞

fη(y)dy =

2∫

0

3

28

(
8

3
+ 2y

)

dy =
3

28

(
8

3
y + y2

) ∣
∣
∣
∣

2

0

=
3

28

(
16

3
+ 4

)

= 1.

Îñòàëîñü íàéòè êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò.

Kξ η =M(ξ η)−M(ξ)M(η)
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M(ξ η) =
∞∫

−∞

∞∫

−∞
f(x; y)dxdy =

3

28

2∫

0

2∫

0

(x2 + xy)dxdy =

=
3

28

2∫

0

(

x2y + x
y2

2

) ∣
∣
∣
∣

2

0

dx =
3

28

2∫

0

(
2x2 + 2x

)
dx =

=
3

28

(
2x3

3
+ x2

)∣
∣
∣
∣

2

0

=
3

28

(
16

3
+ 4

)

= 1.

Kξ η =M(ξ η)−M(ξ)M(η) = 1− 10

7
· 10
7

= −31

49
. ◮

Ïðèìåð 11.11. Äàíà ïëîòíîñòü äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

f(x, y) =

{
ln2 4 · 4−x−y

ïðè x > 0, y > 0,

0 ïðè x < 0 èëè y < 0.

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñîñòàâëÿþùèõ.

◭Â äàííîì ñëó÷àå

M(ξ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x · f(x, y)dxdy =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

x · ln2 4 · 4−x−ydxdy =

= ln 4

∫ ∞

0

x · 4−xdx =
1

ln 4
.

Çäåñü ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî x áûë âû÷èñëåí ïî ÷àñòÿì. Àíàëîãè÷íî íàé-

äåì

M(η) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

y · f(x, y)dxdy = 1

ln 4
.

Äèñïåðñèÿ

D(ξ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

x2 · f(x, y)dxdy −M2(ξ).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è ïðîâîäÿ äâà ðàçà èí-

òåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

D(ξ) = 1/ ln2 4. Î÷åâèäíî, D(η) = 1/ ln2 4. ◮
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

11.1. Çàäàíà äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ξ, η):

ξ\η 9 11 12 15

2 0,01 0,08 0,21 0,12

4 0,07 0,15 0,23 0,04

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ M(ξ), M(η).

11.2. Çàäàíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

F (x, y) =

{
1 + 5−x−y

ïðè x > 0, y > 0,

0 ïðè x < 0 èëè y < 0.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (ξ, η) â ïðÿìîóãîëüíèê, îãðà-

íè÷åííûé ïðÿìûìè x1 = 2, x2 = 3, y1 = 1, y2 = 2.

11.3. Äàíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

F (x, y) = k(1− e−x2

)(1− e−y2), (x > 0, y > 0);

Âíå ïåðâîé ÷åòâåðòè F (x, y) ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòè è êîý��èöèåíò k. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó-

÷àéíîé òî÷êè â îáëàñòü D, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòâåðòü êðóãà ðàäè-

óñà R (x > 0, y > 0).

11.4. Äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ξ, η) èìååò ïëîòíîñòü

f(x, y) =
a

1 + x2 + y2 + x2y2
.

Íàéòè êîý��èöèåíò a è îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η.

11.5. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f(x, y) =

{
a(x+ y) ïðè 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x,

0 âíå óêàçàííîé îáëàñòè.

Îïðåäåëèòü êîíñòàíòó a è âû÷èñëèòü öåíòð ðàñïðåäåëåíèÿ.

11.6. Äàíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ, η):

f(x, y) =

{ 1

2
sin(x+ y), x ∈ [0,

π

2
], y ∈ [0,

π

2
],

0 âíå ýòîé îáëàñòè.
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Îïðåäåëèòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû è ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-

íèÿ âåëè÷èí ξ è η.

11.7. Äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî âíóòðè

êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a è äèàãîíàëÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f(ξ, η).

Äîìàøíåå çàäàíèå.

Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.15 è 1.16 òèïîâîãî ðàñ÷¼òà.


