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10. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ, åñëè å¼ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

f(x) =
1√
2π σ

e−
(x−a)2

2σ2 . (10.1)

Ýòîò �àêò çàïèñûâàòü òàê: ξ ∼ N(a; σ).
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè a è σ.
Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ

Ëàïëàñà Φ(x) ( 10.3):

F (x) = 0,5 + Φ

(
x− a

σ

)

. (10.2)

Φ(x) =
1√
2π

x∫

0

e−
t2

2 dt. (10.3)

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïàðà-

ìåòðû a è σ èìåþò ïðîñòîé âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë:

M(ξ) = a; D(ξ) = σ2; σ(ξ) = σ. (10.4)

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû â çàäàííûé èíòåðâàë:

P (x1 6 ξ < x2) = F (x2)− F (x1) =

(

0,5 + Φ
(x2 − a

σ

))

−

−
(

0,5 + Φ
(x1 − a

σ

))

= Φ
(x2 − a

σ

)

− Φ
(x1 − a

σ

)

,

P (x1 6 ξ < x2) = Φ
(x2 − a

σ

)

− Φ
(x1 − a

σ

)

. (10.5)

Âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ

P (|ξ − a| < ε) = 2Φ
( ε

σ

)

. (10.6)

Â Maxima çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (10.1) è �óíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ (10.2) äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè

âñòðîåííûõ â ïàêåò �óíêöèé pdf_normal(x, a, σ) è df_normal(x, a, σ).
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Ïðèìåð 10.1. Íàïèñàòü �óíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íîðìàëüíî

ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, çíàÿ, ÷òî M(ξ) = 4, D(ξ) = 25 è

ïîñòðîèòü å¼ ãðà�èê.

◭Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a = 4, à ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îò-
êëîíåíèå σ =

√

D(ξ) =
√
25 = 5, òî ïî �îðìóëå (10.1) ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =
1

5
√
2π
e−(x−4)2/50.

Íà ðèñ. 37 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê �óíêöèè ïëîòíîñòè çàäàííîé ÍÑÂ ξ. �ðà-
�èê �óíêöèè f(x) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = a, ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå �óíêöèÿ äîñòèãàåò â òî÷êå x = a è ïðèìåðíî ðàâíî
0,4

σ
= 0,08. Ïðè

ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è σ ïî îñè àáñöèññ ãðà�èê ñëåäóåò èçîáðà-

æàòü â äèàïàçîíå [a−3σ; a+3σ], âíå ýòîãî îòðåçêà çíà÷åíèå �óíêöèè áëèçêî
ê íóëþ.◮
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Ïðèìåð 10.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñ ïàðàìåòðàìè a = 0, σ = 1. Îïðåäåëèòü:
à) P (−2 < ξ < 3), á) P (ξ < 1), â) P (ξ > 3). Ïðèâåñòè ãåîìåòðè÷åñêóþ

èëëþñòðàöèþ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

◭à) Ïðèìåíèì �îðìóëó (10.5), ïîëàãàÿ a = 0, σ = 1,
x1 = −2, x2 = 3. Òîãäà

P (−2 < ξ < 3) = Φ
(3− 0

1

)

− Φ
(−2− 0

1

)

= Φ(3)− Φ(−2) =

= Φ(3) + Φ(2) ≈ 0,499 + 0,477 = 0,976.
Çíà÷åíèÿ Φ(3) è Φ(2) íàéäåíû èç òàáëèöû, Φ(−2) = −Φ(2).◮

◭ á) P (ξ < 1) = P (−∞ < ξ < 1) = Φ

(
1− 0

1

)

− Φ

(−∞− 0

1

)

=

= Φ(1) + Φ(+∞) ≈ 0,3413 + 0,500 = 0,841.

â) P (ξ > 3) = P (3 < ξ < +∞) = Φ

(∞− 0

1

)

− Φ

(
3− 0

1

)

=

= Φ(+∞)− Φ(3) ≈ 0,500− 0,499 = 0,001.

0
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�èñ. 38. Ê ïðèìåðó 10.2

Íà ðèñ. 38 ïðèâåäåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.◮

Îòâåò: P (−2 < ξ < 3) ≈ 0,976; P (ξ < 1) ≈ 0,841;
P (ξ > 3) ≈ 0,001.
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Ïðèìåð 10.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a = 3, σ = 2.
Íàéòè: à) P (|ξ − 3| < 2,5), á) P (|ξ − 3| < 0,1), â) P (|ξ − 2| < 2). Ïðèâåñòè
ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

◭à) Òàê êàê a = 3, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåðàâåíñòâà

|ξ − 3| < 2,5, ïðèìåíèì �îðìóëó (10.6), ãäå ε = 2,5.

P (|ξ − 3| < 2,5) = 2Φ

(
2,5

2

)

= 2Φ(1,25) = 2 · 0,3944 = 0,7888.

á) Ïðèìåíÿåì ýòó æå �îðìóëó:

P (|ξ − 3| < 0,1) = 2Φ

(
0,1

2

)

= 2Φ(0,05) ≈ 2 · 0,0199 = 0,0398.

â)Â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëó (10.6) ïðèìåíÿòü íåëüçÿ. Ïðèìåíÿåì îáùóþ �îð-

ìóëó (10.5).

P (|ξ − 2| < 2) = P (0 < ξ < 4) = Φ

(
4− 3

2

)

− Φ

(
0− 3

2

)

=

= Φ(0,5)− Φ(−1,5) ≈ 0,1915 + 0,4332 = 0,6247.◮
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�èñ. 39. Ê ïðèìåðó 10.3

Íà ðèñ. 39 ïðèâåäåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.◮

Îòâåò: P (2 < ξ < 3) ≈ 0,192; P (|ξ − 3| < 0,1) ≈ 0,04;
P (|ξ − 2| < 2) ≈ 0,625.
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Ïðèìåð 10.4. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ, ïîä÷èí¼ííàÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó, ïðè òð¼õ èñïûòàíèÿõ õîòÿ áû îäèí

ðàç îêàæåòñÿ â èíòåðâàëå (4; 6), åñëè M(ξ) = 3,8, σ(ξ) = 0,6.

◭Ñíà÷àëà íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ áóäåò çà-
êëþ÷åíà â èíòåðâàëå (4; 6):

P (4 < ξ < 6) = Φ
(6− 3,8

0,6

)

− Φ
(4− 3,8

0,6

)

=

= Φ(3,67)− Φ(0,33) ≈ 0,500− 0,129 = 0,371.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âíå èíòåðâàëà (4; 6) áóäåò ðàâíà 1−0,371 =
= 0,629. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðè òð¼õ èñïûòàíèÿõ

âñå òðè ðàçà îêàæåòñÿ âíå èíòåðâàëà (4; 6), íàéäåòñÿ ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ

íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé êàê 0,62943 ≈ 0,2489. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿò-
íîñòü p = 1− 0,249 = 0,751.◮

Îòâåò: ≈ 0,751.



10. �ÒÓ�ÌÈ�ÝÀ, êà�åäðà ÂÌèÏ, Áåðêîâ Í.À. 159

Ïðèìåð 10.5. Äëèíà èçãîòîâëÿåìûõ áîëòîâ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàñ-

ïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì a = 8.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âçÿòûé áîëò èìååò ðàçìåð îò 7,6 äî 7,8,
ðàâíà 0,3. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàçìåð íàóäà÷ó âçÿòîãî áîë-
òà áóäåò â ïðåäåëàõ îò 8,2 äî 8,4 ñì?

◭Ïîñêîëüêó êðèâàÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íà

îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a, ïðè ýòîì èíòåðâàëû (7,6; 7,8) è
(8,2; 8,4), òàêæå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 8, ðèñ. 10.5, òî

P (7,6 < ξ < 7,8) = P (8,2 < ξ < 8,4) = 0,3. ◮
Îòâåò: 0,3.
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�èñ. 40. Äëÿ ïðèìåðà 10.5
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Ïðèìåð 10.6. Äëèíà äåòàëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ,
ðàñïðåäåë¼ííóþ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó è èìåþùóþ ïîëå äîïóñêà îò 78 äî

84 ñì. Èçâåñòíî, ÷òî áðàê ïî çàíèæåííîìó ðàçìåðó (äëèíà äåòàëåé ìåíü-

øå 78 ñì) ñîñòàâëÿåò 4%, à áðàê ïî çàâûøåííîìó ðàçìåðó (äëèíà äåòàëåé
áîëüøå 84 ñì) 6%. Íàéòè ñðåäíèé ðàçìåð äåòàëè a è ñðåäíåå êâàäðàòè÷å-

ñêîå îòêëîíåíèå σ.

◭Ïîëå äîïóñêà íàõîäèòñÿ îò 78 äî a è îò a äî 84. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
â ïåðâûé èíòåðâàë 0,5−0,04 = 0,46, à âî âòîðîé: 0,5−0,06 = 0,44. Ïîñêîëüêó

P (78 < ξ < a) = Φ(0)− Φ

(
78− a

σ

)

= 0,46,

P (a < ξ < 84) = Φ

(
84− a

σ

)

− Φ(0) = 0,44

è �óíêöèÿ Ëàïëàñà Φ(0) = 0, òî







Φ
(78− a

σ

)

= −0,46,

Φ
(84− a

σ

)

= 0,44.

Èç òàáëèöû ïðèëîæåíèÿ 2, íàéäåì:







78− a

σ
= −1,75,

84− a

σ
= 1, 55.

⇒
{

6 = 3,3σ,
a = 78 + 1,75σ,

⇒
{
σ = 1,818,
a = 81,182. ◮
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Ïðèìåð 10.7. Äèàìåòð ïîäøèïíèêîâ, âûïóñêàåìûõ çàâîäîì, ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, ðàñïðåäåë¼ííóþ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó

ñ a = 15 ìì è σ = 0,4 ìì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü áðàêà P ïðè óñëîâèè, ÷òî

ðàçðåøàåòñÿ äîïóñê äëÿ äèàìåòðà ïîäøèïíèêà ±0,8 ìì. Êàêóþ òî÷íîñòü

äèàìåòðà ïîäøèïíèêà ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,92?

◭Òàê êàê çäåñü îòêëîíåíèå ε = 0,8, òî, ñîãëàñíî (10.6),

P (|ξ − 15| < 0,8) = 2 · Φ
(0,8

0,4

)

= 2 · Φ(2) ≈ 2 · 0,477 = 0,954.

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü áðàêà íàéäåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî

ñîáûòèÿ: P = 1− 0,954 = 0,046.
Âî âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è, íàîáîðîò, çàäàíà âåðîÿòíîñòü P (|ξ − a| < ε) è

íóæíî íàéòè îòêëîíåíèå ε. Ïîäñòàâèì èçâåñòíûå äàííûå â �îðìóëó (10.6).

Òîãäà 0,92 = 2 · Φ(ε/0,4), Φ(ε/0,4) = 0,46. Èç òàáëèöû íàéäåì, ÷òî ε/0,4 =
1,75 èëè ε = 0,7 ìì.◮

Îòâåò: P ≈ 0,05, ε = 0,7.
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Ïðèìåð 10.8. �àçìåð äèàìåòðà âòóëîê ñ÷èòàåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-

ë¼ííûì ñ a = 2,5 ñì è σ = 0,01 ñì. Â êàêèõ ãðàíèöàõ ìîæíî ïðàêòè÷åñêè

ãàðàíòèðîâàòü ðàçìåð äèàìåòðà âòóëêè ξ, åñëè çà âåðîÿòíîñòü ïðàêòè-

÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè ïðèíèìàåòñÿ 0,9973?

◭Ñîãëàñíî ïðàâèëó ¾3σ¿ (òð¼õ ñèãì):

P (|ξ − a| < 3σ) = 0,9973.

Îòñþäà ïîëó÷èì: |ξ − a| < 3σ, a− 3σ < ξ < a+ 3σ,
2, 5− 0,03 < ξ < 2, 5 + 0,03 èëè 2,47 < ξ < 2,53.◮

Îòâåò: ξ ∈ (2,47; 2,53).
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Ïðèìåð 10.9. Ñðîê áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíîé, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Íàéòè ñðåäíåå âðåìÿ T
ñðîêà áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà, åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,975 ïðèáîð áåç-

îòêàçíî ðàáîòàåò áîëåå 400÷, à ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå 8÷.

◭ Ïðèìåíÿåì �îðìóëó (10.5):

P (x1 6 ξ < x2) = Φ
(x2 − a

σ

)

− Φ
(x1 − a

σ

)

.

Çäåñü ξ � ñðîê áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà, a � èñêîìàÿ âåëè÷èíà îáî-

çíà÷àþùàÿ ñðåäíåå âðåìÿ T áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà,

σ = 8 � ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà,

x1 = 400, x2 = +∞ � ãðàíèöû èíòåðâàëà íà êîòîðîì âåðîÿòíîñòü ðàâíà

0,975.

Ïîëó÷àåì,

P (ξ > 400) = Φ(+∞)− Φ

(
400− a

8

)

⇒ 0,5− Φ

(
400− a

8

)

= 0,975 ⇒

Φ

(
400− a

8

)

= 0,5− 0,975 = −0,475.

Èç òàáëèöû ïðèëîæåíèå 2, íàõîäèì ïðè êàêîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà çíà-

÷åíèå �óíêöèè ðàâíî 0,475.

Ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

400− a

8
= −1,96 ⇒ 400− a = −15,68 ⇒ a = 415,68.

x0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

395 400 405 410 415.68 420 425 430 435

f(x)   N(415.68, 8)

�èñ. 41. Ê ïðèìåðó 10.9

Íà ðèñ. 41 Ïðåäñòàâëåíà èëëþñòðàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Ïëîùàäü

âûäåëåííîé îáëàñòè ðàâíà 0,975. ◮
Îòâåò: ≈ 415,68.
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Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

M(ξ) =

+∞∫

−∞

xf(x)dx. (10.7)

D(ξ) =

+∞∫

−∞

x2f(x)dx−M2(ξ). (10.8)

Çàìå÷àíèå 10.1. Åñëè η = ϕ(ξ) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî

àðãóìåíòà ξ, ïðè÷¼ì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ξ ïðèíàäëåæàò âñåé îñè Ox,
òî

M(ϕ(ξ)) =

+∞∫

−∞

ϕ(x) · f(x)dx, (10.9)

ãäå f(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ.

D(ϕ(ξ)) =

+∞∫

−∞

ϕ2(x)f(x) dx−M2(ϕ(ξ)). (10.10)

Çàìå÷àíèå 10.2. Åñëè ξ � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çàäàííàÿ

ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), è åñëè y = ϕ(x) � äè��åðåíöèðóåìàÿ

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ èëè ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ

�óíêöèÿ êîòîðîé x = ψ(y), òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g(y) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

g(y) = f [ψ(y)] · |ψ′(y)|. (10.11)
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Ïðèìåð 10.10. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàíà �óíêöèåé ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) =

{
0, x < 0,
8e−8x, x > 0.

Íàéòè M(ξ), D(ξ), ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = e3ξ, M(η) è D(η). ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàé-

òè äâóìÿ ñïîñîáàìè.

◭ Ïî �îðìóëå (10.7) íàéä¼ì M(ξ)

M(ξ) =

+∞∫

0

x · 8e−8xdx = −
+∞∫

0

xde−8x = −xe−8x
∣
∣
∣

+∞

0
+

+∞∫

0

e−8xdx =

= − 1

8e8x

∣
∣
∣

+∞

0
=

1

8
.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îïèñûâàåò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå è äëÿ íåãî M(ξ) =
1

λ
=

1

8
.

Ïî �îðìóëå (10.9) íàéä¼ì M(η)

M(η) =
+∞∫

0

e3x · 8e−8xdx = 8
+∞∫

0

e−5xdx = −8

5
e−5x

∣
∣
∣

+∞

0
=

8

5
.

Íàéä¼ì òåïåðü �óíêöèÿ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η. Ò.ê. �óíêöèÿ
y = e3x ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïðè x > 0, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè

ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó (10.11). Íàéä¼ì
�óíêöèþ ψ(y) îáðàòíóþ �óíêöèÿ y = e3x. Äëÿ ýòîãî ëîãàðè�ìèðóåì ýòó

�óíêöèþ.

ln(y) = ln
(
e3x
)
⇒ ln(y) = 3x⇒ x =

ln y

3
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè x = 0 y = 1, à ïðè x = +∞ y +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ψ(y) =
ln y

3
.⇒ ψ′(y) =

1

3y
.

Ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íàéä¼ì ïî �îðìóëå (10.11)

g(y) = f [ψ(y)] · |ψ′(y)|

g(y) =







0, y < 1,
8

3y
e−8 ln y

3 , y > 1
=







0, y < 1,
8

3y

(
eln y
)(−8/3)

, y > 1
=

=







0, y < 1,
8

3y
y−8/3, y > 1

=

{
0, y < 1,
8

3
y−11/3, y > 1.

Ïðîâåðèì âûïîëíÿåòñÿ ëè óñëîâèå íîðìèðîâêè ïîëó÷åííîé �óíêöèè ïëîò-

íîñòè
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+∞∫

1

8

3
y−11/3dy =

8

3
· y

−8/3

−8/3

∣
∣
∣

+∞

1
= 1.

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (10.7)âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äàííîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû η

M(η) =

+∞∫

1

y
8

3
y−11/3dy =

8

3

+∞∫

1

y−8/3dy =
8

3

y−5/3

(−5/3)

∣
∣
∣

+∞

1
=

= − 8

5y2/3

∣
∣
∣

+∞

1
=

8

5
.

Ïîëó÷èëè òàêîå æå çíà÷åíèå êàê è ïî �îðìóëå (10.9).

Íàéä¼ì òåïåðü äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïî äâóì �îðìóëàì.

1) Ïî �îðìóëå D(η) =M(η2)−M2(η):

D(η) =

+∞∫

1

y2
8

3
y−11/3dy −M2(η) =

8

3

+∞∫

1

y−5/3dy − 64

25
=

=
8

3

y−2/3

(−2/3)

∣
∣
∣

+∞

1
− 64

25
= 4− 64

25
=

36

25
.

2) Ïî �îðìóëå D(ϕ(ξ)) =
+∞∫

−∞
ϕ2(x)f(x) dx−M2(ϕ(ξ)):

D(η) =

+∞∫

0

(
e3x
)2

8e−8xdx−M2(η) = 8

+∞∫

0

e−2xdx−
(
5

8

)2

=

= − 8

2e2x

∣
∣
∣

+∞

0
− 25

64
= 4− 64

25
=

36

25
.

Ïî îáåèì �îðìóëàì ïîëó÷èëè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.◮

◮Â ïðèìåðå 10.10 óñëîâèå ìîíîòîííîñòè �óíêöèè ϕ(ξ) âûïîëíÿëîñü íà

âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð â êîòîðîì �óíêöèÿ

êóñî÷íî ìîíîòîííà. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî �îðìóëû (10.12) ïðèìåíÿåòñÿ áîëåå
îáùàÿ �îðìóëà

g(y) =
m∑

k=1

f [ψk(y)] · |ψ′
k(y)|. (10.12)

ãäå m � ÷èñëî èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè, x = ψk(y) � óðàâíåíèå îáðàòíîé

�óíêöèè y = ϕ(ξ) íà k-òîì èíòåðâàëå ìîíîòîííîñòè ýòîé �óíêöèè.◮
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Ïðèìåð 10.11. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàíà �óíêöèåé ïëîò-

íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) =

{

[
0, x 6∈ [0; π/2],
cosx, x ∈ [0; π/2].

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = |ξ − π/6| è ïîñòðîèòü å¼ ãðà�èê.

◭ Íà ðèñ. 42 ïðèâåäåí ãðà�èê �óíêöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ, â êîîðäèíàòàõ

(x, y), ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ê âåëè÷èíå η.

�èñ. 42. η(ξ) �èñ. 43. fη(y)

�èñóíêè äëÿ ïðèìåðà 10.11

y =







0, x 6∈ [0; π/2],
π/6− x, x ∈ [0; π/6],
x− π/6, x ∈ [π/6; π/2].

Ïîëó÷èì îáðàòíóþ �óíêöèþ x = ψ(y).

x = ψ(y) =







0, y ∈ (−∞; 0)
⋃
((π/3;∞),

π/6− y, x ∈ [0; π/6]
⋂
y ∈ [0; π/6],

π/6 + y, x ∈ [π/6; π/2]
⋂
y ∈ [0; π/3].

Ìîäóëü ïðîèçâîäíîé ýòîé �óíêöèè ðàâåí

|ψ′(y)| =
{

0, y ∈ (−∞; 0)
⋃
((π/3;∞),

1, y ∈ [0; π/3].
Ôóíêöèÿ x = ψ(y) íà îòðåçêå y ∈ [0; π/6] äâóçíà÷íàÿ, ïîýòîìó â �óíêöèè

ïëîòíîñòè fη(y) ýòîìó îòðåçêó ñîîòâåòñòâóåò ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïîëó-

÷àåì

fη(y) =







0, y ∈ (−∞; 0)
⋃
((π/3;∞),

cos(π/6 + y) + cos(π/6− y), y ∈ [0; π/6],
cos(π/6 + y), y ∈ [π/6; π/3].

Îòäåëüíî âû÷èñëèì

cos(π/6 + y) + cos(π/6− y) =

= 2 cos

(
π/6 + y + π/6− y

2

)

cos

(
π/6 + y − π/6 + y

2

)

=
√
3 cos y.

Ïîëó÷àåì èñêîìóþ �óíêöèþ ïëîòíîñòè
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fη(y) =







0, y ∈ (−∞; 0)
⋃
((π/3;∞),√

3 cos y, y ∈ [0; π/6],
cos(π/6 + y), y ∈ [π/6; π/3].

Ïðîâåðèì âûïîëíÿåòñÿ ëè óñëîâèå íîðìèðîâêè ïîëó÷åííîé �óíêöèè ïëîò-

íîñòè

+∞∫

1

fη(y)dy = 1.

π/6∫

0

√
3 cos y dy +

π/3∫

π/6

√
3 cos(π/6 + y) dy =

=
√
3 sin y

∣
∣
∣

π/6

0
+ sin(π/6 + y)

∣
∣
∣

π/3

π/6
=

√
3/2 + 1−

√
3/2 = 1.

Íà ðèñ. 43, ïðåäñòàâëåí ãðà�èê ïîëó÷åííîé �óíêöèè ïëîòíîñòè fη(y). ◮

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

10.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a = 1, σ = 0,5. Îïðåäåëèòü: à) P (−1 < ξ < 1),
á) P (0 < ξ < 3), â) P (|ξ − 1| < 0,1).

10.2. Ïðîöåíò âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ (íîðìà âûðàáîòêè) ðàáî÷åãî ÿâëÿ-

åòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïîä÷èí¼ííîé íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 110% è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíè-

åì 2%. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) âûïîëíåíèå íîðìû âûðàáîòêè

îäíèì ðàáî÷èì îêàæåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 101 äî 105%, á) âûïîëíåíèå íîðìû
âûðàáîòêè õîòÿ áû îäíèì èç òð¼õ íàóäà÷ó âçÿòûõ ðàáî÷èõ îêàæåòñÿ â ïðå-

äåëàõ îò 107 äî 111%.
10.3. �àçìåð ãàéêè çàäàí ïîëåì äîïóñêà 90 − 95 ìì. Íà ÎÒÊ çàâîäà

ñðåäíèé ðàçìåð äåòàëè îêàçàëñÿ 92,7 ìì, à ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-

íåíèå 1,2 ìì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàçìåð ãàéêè ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó,

îïðåäåëèòü îòäåëüíî âåðîÿòíîñòü áðàêà ïî: à) çàíèæåííîìó, á) çàâûøåííîìó

ðàçìåðàì. (Â ñëó÷àå à íóæíî èñêàòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ < 90, à â ñëó÷àå
á � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ > 95).

10.4. Äëèíà èçãîòàâëèâàåìîé íà ñòàíêå äåòàëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàñïðåäåë¼ííóþ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Å¼ ñðåäíåå çíà-

÷åíèå ðàâíî 30 ñì, à σ = 0,25 ñì. Êàêóþ òî÷íîñòü äëèíû äåòàëè ìîæíî

ãàðàíòèðîâàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95?
10.5. Ïðîèçâîäèòñÿ âçâåøèâàíèå äðàãîöåííîãî ìåòàëëà áåç ñèñòåìàòè-

÷åñêèõ îøèáîê. Ñëó÷àéíûå îøèáêè âçâåøèâàíèÿ ïîä÷èíåíû íîðìàëüíîìó

çàêîíó ñî ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì σ = 10 ìã. Íàéòè âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî âçâåøèâàíèå áóäåò ïðîèçâåäåíî ñ îøèáêîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 5 ìã.
10.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðàìè a = 0,3, σ = 0,5. Â êàêèõ ãðàíèöàõ äîëæíà èçìåíÿòüñÿ âåëè÷èíà ξ,
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÷òîáû âåðîÿòíîñòü íåðàâåíñòâà

|ξ − 0,3| < ε áûëà ðàâíà 0,9642?
10.7. Íàáëþäåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âíåøíèé äèàìåòð ïîäøèïíèêîâ äàííîãî

òèïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì a = 100 ìì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì σ = 0,001 ìì.
Â êàêèõ ãðàíèöàõ ìîæíî ïðàêòè÷åñêè ãàðàíòèðîâàòü âíåøíèé äèàìåòð ïîä-

øèïíèêà, åñëè çà âåðîÿòíîñòü ïðàêòè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè ïðèíÿòü 0,9973.

Äîìàøíåå çàäàíèå.

Âûïîëíèòü çàäàíèå 1.13 è 1.17 òèïîâîãî ðàñ÷¼òà.


