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4 1. Àëãåáðà ñîáûòèé. Êîìáèíàòîðèêà.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 1. Àëãåáðà ñîáûòèé. Êîì-
áèíàòîðèêà

1.1. Àëãåáðà ñîáûòèé

Ïðèìåð 1.1. Ñîáûòèå A îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç øåñòè
ïðîâåðÿåìûõ äâèãàòåëåé íåèñïðàâåí, ñîáûòèå B � âñå äâèãàòåëè èñ-
ïðàâíû. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ A+B,AB?

Ð å ø å í è å: Çäåñü ñîáûòèå Ā îçíà÷àåò, ÷òî âñå äâèãàòåëè èñ-
ïðàâíû, ò.å. Ā = B. Ñëåäîâàòåëüíî, A è B ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðî-
òèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ, äëÿ êîòîðûõ A+B = Ω, AB = Ø.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü ñîáûòèå A � ïðè àâàðèè ñðàáîòàë ïåðâûé ñèã-
íàëèçàòîð, ñîáûòèå B � ñðàáîòàë âòîðîé ñèãíàëèçàòîð. Îïèøèòå
ñîáûòèÿ:

A+B, AB, AB̄, ĀB̄, AB̄ + ĀB.

Ð å ø å í è å: Ñóììà ñîáûòèé A+B îçíà÷àåò, ÷òî ïðè àâàðèè ñðà-
áîòàë ëèáî ïåðâûé ñèãíàëèçàòîð, ëèáî � âòîðîé, ëèáî � îáà. Ñîáûòèå
AB � ñðàáîòàëè îáà ñèãíàëèçàòîðà îäíîâðåìåííî; AB̄ îçíà÷àåò, ÷òî
ïåðâûé ñèãíàëèçàòîð ñðàáîòàë, à âòîðîé íåò; ĀB̄ � íå ñðàáîòàëè îáà
ñèãíàëèçàòîðà. AB̄ + ĀB � ñðàáîòàë îäèí ñèãíàëèçàòîð, ïåðâûé èëè
âòîðîé.

Ïðèìåð 1.3. Äîêàçàòü, ÷òî: a) A+B = ĀB̄, á) AB = Ā+ B̄.

Ð å ø å í è å: a) Ñîáûòèå ĀB̄ îçíà÷àåò íåïîÿâëåíèå ñîáûòèé íè A,

íè B. Ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå ĀB̄ ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîòÿ áû îäíî
èç ñîáûòèé A èëè B èìååò ìåñòî, à ýòî è åñòü ñóììà ñîáûòèé A+ B;
ñëåäîâàòåëüíî Ā · B̄ = A+B.

á) Ñîáûòèå AB ñîñòîèò â ñîâìåñòíîì ïîÿâëåíèè ñîáûòèé A è B;
ñîáûòèå AB ñîñòîèò â íåïîÿâëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ñîáûòèé
A,B èëè â ïîÿâëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé Ā, B̄, à ýòî ðàâíî-
ñèëüíî Ā+ B̄.

Ïðèìåð 1.4. Ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç
èìåþùèõñÿ äåñÿòè öåõîâ íå âûïîëíÿåò ïëàí; ñîáûòèå B ñîñòîèò
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1. Àëãåáðà ñîáûòèé. Êîìáèíàòîðèêà. 5

â òîì, ÷òî öåõîâ, íå âûïîëíÿþùèõ ïëàí, ñðåäè íèõ íå ìåíåå äâóõ.
Îïèñàòü ñîáûòèÿ: à) Ā è B̄, á)A+B, â)AB̄, ã)ĀB.

Ð å ø å í è å: à) Ā � âñå öåõà âûïîëíÿþò ïëàí, B̄ � öåõîâ, íå
âûïîëíÿþùèõ ïëàí, îäèí èëè íåò íè îäíîãî; á) òàê êàê íàñòóïëåíèå
ñîáûòèÿ B îçíà÷àåò òàêæå íàñòóïëåíèå ñîáûòèÿ A, òî A + B = A;
â) îäèí öåõ íå âûïîëíÿåò ïëàí; ã) ĀB = V , ò.ê. ñîáûòèÿ Ā è B íåñîâ-
ìåñòíû.

Ïðèìåð 1.5. Ïðîèçâîäèòñÿ òðè âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Ñîáûòèå
A � ïîïàäàíèå â ìèøåíü ïðè ïåðâûõ äâóõ âûñòðåëàõ (îáà ïîïàëè â
öåëü), ñîáûòèå B � ïðîìàõ ïðè òðåòüåì âûñòðåëå. ×òî îçíà÷àþò
ñîáûòèÿ: A+B, AB, AB̄, ĀB, ĀB̄?

Ð å ø å í è å: Ñîáûòèå A+B � èëè ïðîèçîøëî ïîïàäàíèå ïðè äâóõ
âûñòðåëàõ, èëè ïðîèçîø¼ë ïðîìàõ ïðè òðåòüåì âûñòðåëå, ëèáî òî è
äðóãîå. AB � äâà ïåðâûõ âûñòðåëà ïîïàëè â ìèøåíü, òðåòèé � íåò.
AB̄ � ïðîèçîøëî ïîïàäàíèå ïðè âñåõ òð¼õ âûñòðåëàõ. ĀB � ïðè âñåõ
òð¼õ âûñòðåëàõ ïðîìàõ. ĀB̄ � äâà ïåðâûõ âûñòðåëà ïðîìàõ, òðåòèé
� ïîïàäàíèå.

Ïðèìåð 1.6. Èç ìíîæåñòâà ñóïðóæåñêèõ ïàð íàóäà÷ó âûáèðà-
åòñÿ îäíà. Ñîáûòèå A � ìóæó áîëüøå 30 ëåò, ñîáûòèå B � ìóæ
ñòàðøå æåíû, ñîáûòèå C � æåíå áîëüøå 30 ëåò. ×òî îçíà÷àþò
ñîáûòèÿ: ABC, AB̄, AB̄C?

Ð å ø å í è å: ABC � îáà ñóïðóãà ñòàðøå 30 ëåò, ïðè÷¼ì ìóæ
ñòàðøå æåíû. AB̄ � ìóæó áîëüøå 30 ëåò, íî îí íå ñòàðøå ñâîåé æåíû.
AB̄C � îáà ñóïðóãà ñòàðøå 30 ëåò, íî ìóæ íå ñòàðøå ñâîåé æåíû.

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü A,B,C � òðè ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèÿ. ×òî
îçíà÷àþò ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:

à) A+B + C, á) AB + AC +BC, â) ABC, ã) AB̄C,
ä) AB̄C̄, å) ĀB̄C̄, æ) AB̄C̄ + ĀBC̄ + ĀB̄C,
ç) ABC̄ + AB̄C + ĀBC, è) A+B + C − ABC ?

Ð å ø å í è å: à) Ïðîèçîøëî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç òð¼õ ñîáûòèé;
á) ïðîèçîøëè ïî êðàéíåé ìåðå äâà ñîáûòèÿ èç òð¼õ; â) ïðîèçîøëè
âñå òðè ñîáûòèÿ; ã) ïðîèçîøëè A è B, à ñîáûòèå C íå ïðîèçîøëî;
ä) ïðîèçîøëî A, à ñîáûòèÿ B è C íå ïðîèçîøëè; å) íè îäíî ñîáûòèå íå
ïðîèçîøëî; æ) ïðîèçîøëî òîëüêî îäíî ñîáûòèå; ç) ïðîèçîøëè òîëüêî
äâà ñîáûòèÿ; è) ïðîèçîøëî íå áîëåå äâóõ ñîáûòèé.
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6 1. Àëãåáðà ñîáûòèé. Êîìáèíàòîðèêà.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñîáûòèåA êàê ïîïàäàíèå â îáëàñòüA, ñîáûòèå
Ā êàê íåïîïàäàíèå â îáëàñòü A è ââåñòè àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ñîáûòèé B è C, òî ðàññìîòðåííûå ñîáûòèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê
ïîïàäàíèå â îáëàñòè, çàøòðèõîâàííûå íà ðèñ. 1

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ îïåðàöèé íàä

ñîáûòèÿìè

Ïðèìåð 1.8. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ A, ĀB,A+B îáðàçóþò ïîë-
íóþ ãðóïïó ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

Ð å ø å í è å: Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A+B = ĀB̄, áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñîáûòèÿ A, ĀB, ĀB̄. Èõ ñóììà

A+ ĀB + ĀB̄ = A+ Ā(B + B̄) = A+ ĀΩ = A+ Ā = Ω,

à ïðîèçâåäåíèÿ

A · ĀB = (AĀ) ·B = ØB = Ø, A · ĀB̄ = (AĀ)B̄ = ØB̄ = Ø,

ĀB · ĀB̄ = (ĀĀ)(BB̄) = ĀØ = Ø).
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1. Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà 7

Ñîáûòèÿ ñ äàííûìè ñâîéñòâàìè ïî îïðåäåëåíèþ îáðàçóþò ïîëíóþ
ãðóïïó ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

1.2. Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 1.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü â N èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå A ïîÿâèëîñü
M ðàç. Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé èëè ïðîñòî ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A
â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà èñïûòàíèé,
â êîòîðûõ ñîáûòèå A ïîÿâèëîñü, ê îáùåìó ÷èñëó èñïûòàíèé:

P ∗(A) =
M

N
. (1.1)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Óñëîâíîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè
ïîÿâëåíèÿ B P ∗(A/B) = P ∗

B(A) íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà èñïû-
òàíèé, â êîòîðûõ ïîÿâèëèñü îáà ñîáûòèÿ A è B, ê ÷èñëó èñïûòàíèé,
â êîòîðûõ ïîÿâèëîñü ñîáûòèå B.

Åñëè â N èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå B ïîÿâèëîñü L ðàç, à ñîáûòèå A
ïîÿâèëîñü ñîâìåñòíî ñ ñîáûòèåì B K ðàç, òî

P ∗(A/B) =
K

L
, (1.2)

P ∗(B) =
L

N
, (1.3)

P ∗(AB) =
K

N
. (1.4)

Òåîðåìà 1.1 (óìíîæåíèÿ ÷àñòîò). Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ óñëîâíîé ÷àñòîòû îäíî-
ãî èç íèõ ïðè óñëîâèè ïîÿâëåíèÿ äðóãîãî íà îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó
äðóãîãî ñîáûòèÿ:

P ∗(AB) = P ∗(B) · P ∗(A/B). (1.5)

Åñëè ñîìíîæèòåëåé áîëüøå äâóõ, òî:

P ∗(A1 · A2 · · ·Ak) = P ∗(A1) · P ∗(A2/A1) · P ∗(A3/A1 · A2) · · ·
· · ·P ∗(Ak/A1 · A2 · · ·Ak−1).

(1.6)

Ïðèìåð 1.9. Ðåçöîì îáòî÷åíî 120 ïîðøíåé. Ïðè ïðîâåðêå îêàçà-
ëîñü, ÷òî òîëüêî 105 ïîðøíåé èìåþò ðàçìåðû, ëåæàùèå â ïðåäå-
ëàõ äîïóñêà. Íàéòè îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó èçãîòîâëåíèÿ ãîäíûõ
ïîðøíåé.
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8 1. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè.

Ð å ø å í è å:
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.1), ÷àñòîòà èçãîòîâëåíèÿ ãîäíîãî ïîðøíÿ ðàâ-

íà:

P ∗(A) =
M

N
=

105

120
=

7

8
≈ 0,875.

Îòâåò: P ∗(A) = 7/8 ≈ 0,875.

Ïðèìåð 1.10. Áðîøåíû 100 ðàç äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïðè ýòîì
ñîâïàäåíèå ÷èñëà î÷êîâ áûëî 15 ðàç, à øåñòåðêà íà îáåèõ ãðàíÿõ êî-
ñòåé âûïàëà 4 ðàçà. Îïðåäåëèòü óñëîâíóþ ÷àñòîòó âûïàäåíèÿ øå-
ñòåðîê â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ÷èñëà î÷êîâ.

Ð å ø å í è å: Îáîçíà÷èì: ñîáûòèå A � ïîÿâëåíèå øåñòåðîê íà
îáåèõ ãðàíÿõ, ñîáûòèå B � ñîâïàäåíèå ÷èñëà î÷êîâ. Òîãäà ñîáûòèå A
ïîÿâèëîñü K = 4 ðàçà, à ñîáûòèå B ïðîèçîøëî L = 15 ðàç. Ñëåäîâà-

òåëüíî, P ∗(A) =
6

100
è P ∗(B) =

15

100
.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.2), óñëîâíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ äâóõ øåñòåðîê
ðàâíà:

P ∗(A/B) =
K

L
=

4

15
≈ 0,267.

Îòâåò: P ∗(A/B) = 4/15 ≈ 0,267.

Ïðèìåð 1.11. Èç 300 ïðîèçâåä¼ííûõ èçäåëèé 20 îáëàäàþò äåôåê-
òîì α, ïðè÷¼ì 5 èç íèõ èìåþò òàêæå äåôåêò β. Íàéòè îòíîñè-
òåëüíóþ ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ èçäåëèÿ ñ îáîèìè äåôåêòàìè.

Ð å ø å í è å: Ïóñòü ñîáûòèå A � ïîÿâëåíèå äåôåêòà β, à ñîáû-
òèå B � äåôåêòà α. Òîãäà ïî ôîðìóëå (1.5) îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà
ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ äâóõ ñîáûòèé îïðåäåëèòñÿ êàê

P ∗(AB) =
20

300
· 5
20

=
1

60
≈ 0,017.

Îòâåò: P ∗(AB) = 1/60 ≈ 0,017.

1.3. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À ðàâíà îòíîøåíèþ
÷èñëà (m) áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ýòîìó ñîáûòèþ èñõîäîâ ê îáùåìó
÷èñëó âñåõ èñõîäîâ äàííîãî èñïûòàíèÿ (n):

P (A) =
m

n
. (1.7)
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Ðåøåíèå çàäà÷ íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå (1.7) ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê
îïðåäåëåíèþ îòäåëüíî ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ.

Ïðèìåð 1.12. Â ïàðòèè èç 80 äåòàëåé 11 íåñòàíäàðòíûõ. Âçÿ-
òûå äëÿ êîíòðîëÿ 5 äåòàëåé îêàçàëèñü ñòàíäàðòíûìè. Îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âçÿòàÿ çàòåì äåòàëü áóäåò: à) ñòàíäàðò-
íîé, á) íåñòàíäàðòíîé.

Ð å ø å í è å: Çäåñü ïîñëå ïåðâîé ïðîâåðêè îñòàëèñü 64 ñòàíäàðò-
íûõ è 11 íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé. ×èñëî âñåõ äåòàëåé ïåðåä âòîðîé
ïðîâåðêîé n = 75. à) ×èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ - ïîÿâëåíèé
ñòàíäàðòíîé äåòàëè (ñîáûòèå A) m = 64. Òîãäà P (A) = 64/75 ≈ 0,853.
á) ×èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ � ÷èñëî ïî-
ÿâëåíèé íåñòàíäàðòíîé äåòàëè (ñîáûòèå B)m = 11 è P (B) = 11/75 ≈
≈ 0,147.

Îòâåò: P (A) = 64/75 ≈ 0,853; P (B) = 11/75 ≈ 0,147.

Ïðèìåð 1.13. Áðîñàþòñÿ òðè èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòè òîãî, ÷òî: à) ñóììà î÷êîâ íà âûïàâøèõ ãðàíÿõ ðàâíà 4, á) íà
âñåõ ãðàíÿõ âûïàäàåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ, â) íà âñåõ ãðàíÿõ âû-
ïàäàåò ðàçëè÷íîå ÷èñëî î÷êîâ.

Ð å ø å í è å: Èãðàëüíàÿ êîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá, íà ãðàíÿõ
êîòîðîãî íàíåñåíû 1, 2, 3, 4, 5, 6 î÷êîâ. Êàæäûé èç èñõîäîâ áðîñàíèÿ
îäíîé êîñòè ìîæåò ñî÷åòàòüñÿ ñ êàæäûì èç èñõîäîâ áðîñàíèÿ âòîðîé è
òðåòüåé, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ èñõîäîâ èñïûòàíèÿ n = 63.

a) Çäåñü áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A � ïîÿâëåíèþ íà òð¼õ
êîñòÿõ ñóììû î÷êîâ, ðàâíîé 4, áóäåò m = 3 èñõîäà: 1+1+2, 1+2+1,
2 + 1 + 1. Òîãäà

P (A) = 3/63 = 1/72 ≈ 0,014.

á) Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ áóäåò ðàâíî
÷èñëó ãðàíåé, ò.å. 6. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (B) = 6/63 = 1/36 ≈ 0,028.

â) ×èñëî èñõîäîâ, êîãäà íà òð¼õ ãðàíÿõ âûïàäàåò ðàçëè÷íîå ÷èñëî
î÷êîâ, ðàâíî ÷èñëó ðàçìåùåíèé A3

6 = 4 · 5 · 6 è
P (C) = 4 · 5 · 6/63 = 5/9 ≈ 0,556.

Îòâåò: P (A) = 1/72 ≈ 0,014; P (B) = 1/36 ≈ 0,028;
P (C) = 5/9 ≈ 0,556.

1.4. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè
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10 1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè.

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 1.

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäñ÷¼òà âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ
íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ôîð-
ìóëû êîìáèíàòîðèêè (ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùåãî âîïðîñû î
òîì, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé (ñîåäèíåíèé) ìîæíî ñîñòàâèòü
èç çàäàííîãî ÷èñëà îáúåêòîâ).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïåðåñòàíîâêàìè íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïî-
ñîáû óïîðÿäî÷èâàíèÿ n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ (ïðîíóìåðîâàííûõ êàð-
òî÷åê) ïðè èõ ðàñïîëîæåíèè ñëåâà íàïðàâî.

Pn = n!. (1.8)

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðàçìåùåíèÿìè èç n ïî m íàçûâàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ñïîñîáû âûáîðà m ïðåäìåòîâ èç n, îòëè÷àþùèåñÿ ñàìèìè
ïðåäìåòàìè èëè ïîðÿäêîì èõ ðàñïîëîæåíèÿ â âûáîðêå.

Am
n = n(n− 1) · . . . · (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!
. (1.9)

Ðàçìåùåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

An
n = n! = Pn, A0

n = 1, A1
n = n. (1.10)

Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

Am
n = nm. (1.11)

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñî÷åòàíèÿìè èç n ïî m íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ñïîñîáû âûáîðà m ïðåäìåòîâ èç n, îòëè÷àþùèåñÿ ñàìèìè ïðåä-
ìåòàìè.

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî m îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
. (1.12)

Ñî÷åòàíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Cm
n = Cn−m

n ,
(2) C0

n = Cn
n = 1, C1

n = Cn−1
n = n,

(3)
n∑

i=0

Ci
n =

(
C0

n + C1
n + . . .+ Cn−1

n + Cn
n

)
= (1 + 1)n = 2n.
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×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

C
m

n = Cm
n+m−1 =

(n+m− 1)!

m!(n− 1)!
. (1.13)

Çàäà÷à î âûáîðå Â óðíå íàõîäÿòñÿ n áåëûõ è m ÷¼ðíûõ øàðîâ.
Èç óðíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì äîñòàëè k+l øàðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ðîâíî k áåëûõ è l ÷¼ðíûõ øàðîâ.

P (A) =
C k

n · C l
m

C k+l
n+m

. (1.14)

Ïðèìåð 1.14. Â êîðîáêå èìåþòñÿ äåñÿòü áóêâ: À, À, À, Â, È, Ê,
Ì, Î, Ò, Ò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè íàóäà÷ó âûíèìàòü
îäíó áóêâó çà äðóãîé, òî ìîæíî ñëîæèòü ñëîâî ÀÂÒÎÌÀÒÈÊÀ.

Ð å ø å í è å: ×èñëî âñåõ èñõîäîâ ðàâíî âñåâîçìîæíûì ïåðåñòà-
íîâêàì èç 10 áóêâ, ò.å. 10! Â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòè ìû
äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî áóêâó À ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà òð¼õ ìåñòàõ 3!
ñïîñîáàìè, à áóêâó Ò � 2! ñïîñîáàìè. Ñî÷åòàÿ êàæäîå ðàñïîëîæåíèå
áóêâ À ñ êàæäûì ðàñïîëîæåíèåì áóêâ Ò, íàéäåì:

P (A) = 3! · 2!/10! = 1/302400 ≈ 0,331 · 10−5.

Îòâåò: P (A) = 1/302400 ≈ 0,331 · 10−5.

Ïðèìåð 1.15. Â öåõå èç 80 ðàáî÷èõ íå âûïîëíÿþò íîðìó âûðà-
áîòêè 5 ÷åëîâåê. Ïî ñïèñêó ñëó÷àéíî îòáèðàåòñÿ 3 ÷åëîâåêà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè ðàáî÷èå: à) âûïîëíÿþò íîðìó, á) íå âû-
ïîëíÿþò íîðìó?

Ð å ø å í è å: Êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî îòîáðàòü 3 ÷åëîâåêà èç 80, ò.å. ÷èñëó
ñî÷åòàíèé C3

80.
à) Áëàãîïðèÿòñòâóþùèìè áóäóò òå èñõîäû, êîãäà 3 ÷åëîâåêà îò-

áèðàþòñÿ òîëüêî èç òåõ ðàáî÷èõ, êîòîðûå âûïîëíÿþò íîðìó, ò.å. èç
80−5 = 75 ðàáî÷èõ; èõ ÷èñëî ðàâíî C3

75. Âåðîÿòíîñòü äàííîãî ñîáûòèÿ A

P (A) =
C3

75

C3
80

=
75!

3!72!
· 3!77!
80!

=
73 · 74 · 75
78 · 79 · 80

=
13505

16432
≈ 0,822.

á) Çäåñü âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðîå ðàáî÷èõ âûáèðàþòñÿ
èìåííî èç òåõ ïÿòè, êîòîðûå íå âûïîëíÿþò íîðìó (ñîáûòèå B). ×èñëî
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12 1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè.

òàêèõ ñëó÷àåâ ðàâíî C3
5 ; òîãäà

P (B) =
C3

5

C3
80

=
3 · 4 · 5

78 · 79 · 80
=

1

5056
≈ 0,198 · 10−3.

Îòâåò: P (A) ≈ 0,822;P (A) = 1/5056 ≈ 0,198 · 10−3.

Ïðèìåð 1.16. Â ïàðòèè èç N = 100 èçäåëèé èìåþòñÿ M = 12
áðàêîâàííûõ. Èç ïàðòèè íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ n = 10 èçäåëèé. Îïðå-
äåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ 10 èçäåëèé áóäåò ðîâíî
m = 2 áðàêîâàííûõ.

Ð å ø å í è å: Âñåõ ðàâíîâîçìîæíûõ ñëó÷àåâ çäåñü áóäåò C10
100.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå � ïîÿâëåíèå 2 áðàêîâàííûõ èçäåëèé ñðå-
äè âûáðàííûõ íàóäà÷ó 10 èçäåëèé. Òàê êàê âñåõ áðàêîâàííûõ èçäå-
ëèé 12, òî ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûíóòü 2 áðàêîâàííûõ
èçäåëèÿ, ðàâíî C2

12. Íî êàæäûé èç ýòèõ ñïîñîáîâ ìîæåò äîïîëíÿòüñÿ
ëþáîé ãðóïïîé èçäåëèé èç ÷èñëà ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûíóòü
îñòàâøèåñÿ 10 − 2 ãîäíûõ èç îáùåãî ÷èñëà ãîäíûõ 100 − 12 èçäåëèé.
×èñëî òàêèõ ãðóïï ðàâíî C10−2

100−12 = C8
88. Òàêèì îáðàçîì, âñåõ ñëó÷àåâ,

áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, áóäåò C2
12 · C8

88 è âåðîÿòíîñòü

P (A) =
C2

12 · C8
88

C10
100

.

Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà âûáîðêè (1.14).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå, èñïîëüçóåì

Maxima-ïðîãðàììó:
(%i1) P:binomial(12,2)*binomial(88, 8)/binomial(100, 10),numer;
(%o1) 0.24507224642386
èëè MathCad-ïðîãðàììó:

P =
combin(12, 2) · combin(88, 8)

combin(100, 10)
P = 0.245

Îòâåò: P (A) ≈ 0,245.

Ïðèìåð 1.17. Òåëåôîííûé íîìåð ñîñòîèò èç ñåìè öèôð. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå öèôðû ðàçëè÷íû.

Ð å ø å í è å: Öèôðû èçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 9, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî
âñåõ íîìåðîâ áóäåò 107, à ÷èñëî íîìåðîâ ñ ðàçëè÷íûìè öèôðàìè ðàâíî
÷èñëó ðàçìåùåíèé A7

10 = 10!/3!. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (A) = 10!/(3! · 107) = 189/55 ≈ 0,061.

Îòâåò: P (A) ≈ 0,061.
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Ïðèìåð 1.18. Â àâòîáóñå íàõîäÿòñÿ 5 ïàññàæèðîâ, ïðè÷¼ì êàæ-
äûé èç íèõ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ âûõîäèò íà ëþáîé èç îñòàâ-
øèõñÿ 7 îñòàíîâîê àâòîáóñà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) âñå
ïàññàæèðû âûéäóò íà îäíîé îñòàíîâêå, á) âñå âûéäóò íà ÷åòâåðòîé
îñòàíîâêå, â) âñå âûéäóò íà ðàçíûõ îñòàíîâêàõ, ã) íà îäíîé îñòà-
íîâêå âûéäóò òðè, à íà äðóãîé äâà.

Ð å ø å í è å: Îáùåå ÷èñëî ñëó÷àåâ n = 75.
à) Çäåñü m = 7, ò.å. ÷èñëó âñåõ îñòàíîâîê; òîãäà

P (A) = 1/74 ≈ 0,416 · 10−3;
á) m = 1, P (B) = 1/75 ≈ 0,594 · 10−5;

â) m = C5
7 = 21, P (C) = 21/75 = 3/74 ≈ 0,125 · 10−2;

ã) ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü îäíó îñòàíîâêó, íà
êîòîðîé ñîéäóò òðè ïàññàæèðà, ðàâíî C1

7 = 7; êðîìå òîãî, ìû äîëæ-
íû ó÷åñòü C3

5 ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü ýòèõ òð¼õ ïàññàæè-
ðîâ èç ïÿòè; ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü îñòàíîâêó, ãäå
ñîéäóò îñòàâøèåñÿ äâà ïàññàæèðà, ðàâíî C1

6 = 6; òàêèì îáðàçîì,

m = C3
5 · C1

7 · C1
6 è P (D) = 60/74 ≈ 0,025.

Îòâåò: P (A) = 1/74 ≈ 0,416 · 10−3; P (B) = 1/75 ≈ 0,594 · 10−5;
P (C) = 3/74 ≈ 0,125 · 10−2; P (D) = 60/74 ≈ 0,025.

Ïðèìåð 1.19. Èç øåñòè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè À, Â, Ä, Ç, Ê, Î
âûáèðàþòñÿ íàóäà÷ó â îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå ïÿòü. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ÇÀÂÎÄ.

Ð å ø å í è å: Çàìåòèì, ÷òî çäåñü, â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 1.14, ïðîèç-
âîäèòñÿ âûáîðêà ïÿòè áóêâ èç øåñòè è â íóæíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü

P (A) = 1/A5
6 = 1/720 ≈ 0,001.

Îòâåò: P (A) = 1/720 ≈ 0,001.

Ïðèìåð 1.20. Âîñåìü ñòóäåíòîâ ñàäÿòñÿ â àóäèòîðèè ñëó÷àéíî
íà îäèí ðÿä. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðè îïðåäåë¼ííûõ ñòó-
äåíòà îêàæóòñÿ ðÿäîì.

Ð å ø å í è å: Âñåõ êîìáèíàöèé çäåñü áóäåò n = 8!. Òð¼õ îïðåäåë¼í-
íûõ ñòóäåíòîâ ìîæíî ïîñàäèòü ïîäðÿä øåñòüþ ñïîñîáàìè (íà÷èíàÿ ñ
1-ãî ìåñòà, ñî 2-ãî è ò.ä., ñ 6-ãî), ïðè÷¼ì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âíóòðè
òðîéêè 3! êîìáèíàöèé; ïÿòåðûõ îñòàâøèõñÿ ñòóäåíòîâ ìîæíî ðàçìå-
ñòèòü 5! ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì,
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14 1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè.

m = 6 · 3! · 5! è P (A) = 6 · 3! · 5!/8! = 3

28
≈ 0,107.

Îòâåò: P (A) =
3

28
≈ 0,107.

Ïðèìåð 1.21. Èç êîëîäû â 36 êàðò íàóãàä âûíèìàþò 8 êàðò.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿëè: à) òðè êàðòû áóáíîâîé ìàñòè
è òðè êàðòû ÷¼ðíîé ìàñòè; á) õîòÿ áû îäíó êàðòèíêó?

Ð å ø å í è å: a) Â êîëîäå êàðò âñåãî 9 êàðò áóáíîâîé ìàñòè è 18
êàðò ÷¼ðíîé ìàñòè. Èñêîìîå ñîáûòèåA ïðîèñõîäèò êîãäà âûòàñêèâàþò
òðè êàðòû áóáíîâîé ìàñòè è òðè êàðòû ÷¼ðíîé è äâå êàðòû ÷åðâîííîé
ìàñòè. Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó âûáîðêè äëÿ òð¼õ ïðåäìåòîâ (1.14).

P (A) =
C3

9 · C3
18 · C2

9

C8
36

=
9! · 18! · 9! · 8! · 28!
3! · 6! · 3! · 15! · 2! · 7! · 36!

=
4032

49445
.

Îòâåò: P (A) =
4032

49445
≈ 0,082.

á) Èñêîìîå ñîáûòèå A = A1 + A2 + A3 + A4 + A5 + A6 + A7 + A8.
Ãäå Ai � ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî âûòàùèëè i êàðò ÿâëÿþùèõñÿ
êàðòèíêàìè. P (A) = P (A1)+P (A2)+P (A3)+P (A4)+P (A5)+P (A6)+

+P (A7) + P (A8). Ïðè ýòîì P (Ai) =
Ci

16 · C8−i
16

C8
36

. Âû÷èñëÿåì âñå âîñåìü

âåðîÿòíîñòåé, ñóììèðóåì è ïîëó÷àåì îòâåò.
Íî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî A = A1+A2+A3+A4+A5+A6+A7+A8 =

= Ω−A0. Ïîýòîìó, P (A) = 1−P (A0) = 1− C8
26

C8
36

= 1− 26! · 8! · 28!
8! · 18! · 36!

=

= 1− 19 · 20 · 21 · 22 · 23 · 24 · 25 · 26
29 · 30 · 31 · 32 · 33 · 34 · 35 · 36

= 1− 28405

550188
=

521783

550188
≈ 0,94837.

Ïðîâåðêà:

P:1-binomial(26,8)/binomial(36,8);%,numer;
521783

550188
≈ 0,94837.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Ïðèìåð 1.22. Â ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñîåäè-
íåíû äâà âûêëþ÷àòåëÿ. Êàæäûé èç íèõ ìîæåò áûòü êàê âêëþ÷åí,
òàê è âûêëþ÷åí. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ: A � âêëþ÷åí ïåðâûé âûêëþ-
÷àòåëü, B âêëþ÷åí âòîðîé âûêëþ÷àòåëü, C � ïî öåïè èäåò òîê.
Âûðàçèòå ñîáûòèÿ C è C̄ ÷åðåç A è B.

Ïðèìåð 1.23. Â ãðóïïå ñòóäåíòîâ íåñêîëüêî ÷åëîâåê ÿâëÿþòñÿ
îòëè÷íèêàìè; ãðóïïà äåëèòñÿ òàêæå ïî öâåòó âîëîñ íà øàòåíîâ,
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áðþíåòîâ è áëîíäèíîâ. Èç ãðóïïû íàóäà÷ó îòîáðàíû äâà ÷åëîâåêà ñ
ðàçíûì öâåòîì âîëîñ. Ïóñòü ñîáûòèå A � âûáðàí øàòåí, ñîáûòèå
B � âûáðàí áðþíåò, ñîáûòèå C � âûáðàí îòëè÷íèê. Îïèøèòå ñî-
áûòèÿ: AC, ĀB̄, ABC.

Ïðèìåð 1.24. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé 1.3 äîêàçàòü, ÷òî

à) Ā1Ā2...Ān = A1 + A2 + ...+ An,
á) A1A2...An = Ā1 + Ā2 + ...Ān.

Ïðèìåð 1.25. Äîêàçàòü, ÷òî (A+B)(A+ C) = A+BC.

Ïðèìåð 1.26. Ñîáûòèå A - ïåðâûé óçåë àâòîìîáèëÿ ðàáîòàåò
áåçîòêàçíî, ñîáûòèå B - âòîðîé óçåë àâòîìîáèëÿ ðàáîòàåò áåçîò-
êàçíî. Îïèøèòå ñîáûòèÿ: Ā è B̄, A+B,AB,AB̄, ĀB,AB̄ + ĀB; êàê
è â çàäà÷å 1.8, ñäåëàéòå ðèñóíêè.

Ïðèìåð 1.27. Ïðîöåíò âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ ïðåäïðèÿòèåì â òå-
÷åíèå 10 äíåé ñîîòâåòñòâåííî ðàâíÿåòñÿ

107, 111, 109, 116, 115, 105, 112, 114, 121, 124.

Êàêîâà îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà äíåé, â êîòîðûå çàäàíèå áûëî âû-
ïîëíåíî áîëåå ÷åì íà 110 ïðîöåíòîâ?

Ïðèìåð 1.28. Â ÿùèêå ¾Ñïîðòëîòî¿ íàõîäèòñÿ 36 øàðîâ, ïîìå-
÷åííûõ íîìåðàìè îò 1 äî 36. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûíó-
òûé øàð îêàæåòñÿ ñ íîìåðîì, êðàòíûì 3?

Ïðèìåð 1.29. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿòîå íàóäà÷ó
äâóçíà÷íîå ÷èñëî êðàòíî 5.

Ïðèìåð 1.30. Áóêâû, ñîñòàâëÿþùèå ñëîâî ÐÀÊÅÒÀ, íàïèñàíû ïî
îäíîé íà øåñòè êàðòî÷êàõ; êàðòî÷êè ïåðåìåøàíû è ïîëîæåíû â ïà-
êåò. à) ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, âûíèìàÿ ÷åòûðå áóêâû,
ïîëó÷èì ñëîâî ÐÅÊÀ? á) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ñëîæèòü ñëîâî ÊÀ-
ÐÅÒÀ ïðè âûíèìàíèè âñåõ áóêâ?

Ïðèìåð 1.31. Â öåõ ñáîðêè ïðèâåçëè 25 êàðáþðàòîðîâ, èç êîòî-
ðûõ 20 èçãîòîâëåíû Ìîñêîâñêèì çàâîäîì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñðåäè 10 âçÿòûõ íàóäà÷ó êàðáþðàòîðîâ îêàæóòñÿ: à) âñå êàðáþ-
ðàòîðû Ìîñêîâñêîãî çàâîäà, á) 7 êàðáþðàòîðîâ Ìîñêîâñêîãî çàâîäà.

Ïðèìåð 1.32. Èç 36 íîìåðîâ ëîòåðåè 5 âûèãðûøíûõ. Â îäíîì áè-
ëåòå çà÷¼ðêèâàþòñÿ íàóäà÷ó 5 íîìåðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èç íèõ áóäóò âûèãðûøíûìè: a) 3 íîìåðà? b) 4 íîìåðà?
c) 5 íîìåðîâ?
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Ïðèìåð 1.33. Ïîëíàÿ êîëîäà ñîäåðæèò 52 êàðòû, ðàçäåëÿþùèåñÿ
íà 4 ðàçëè÷íûå ìàñòè ïî 13 êàðò â êàæäîé. Âçÿëè 5 êàðò. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ êàðò áóäåò øåñòåðêà òðåôîâîé
ìàñòè.

Ïðèìåð 1.34. Áðèãàäà, ñîñòîÿùàÿ èç 20 ìóæ÷èí è 4 æåíùèí
äåëèòñÿ íàóäà÷ó íà äâà ðàâíûõ çâåíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â êàæäîì çâåíå îêàæåòñÿ ïî äâå æåíùèíû.

Ïðèìåð 1.35. Â ñòóäåí÷åñêîé ëîòåðåå âûïóùåíî 100 áèëåòîâ, èç
êîòîðûõ 15 âûèãðûøíûõ. Êóïëåíî òðè áèëåòà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îäèí èç íèõ âûèãðûøíûé?

Ïðèìåð 1.36. Èç êîëîäû â 52 êàðòû íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ ÷åòûðå.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ îäíà äåñÿòêà.

Ïðèìåð 1.37. Â óðíå 10 áåëûõ è 15 ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç óðíû âûíè-
ìàþò 3 øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå îíè áóäóò ÷¼ðíû-
ìè.

Ïðèìåð 1.38. Èç êîëîäû â 36 êàðò íàóäà÷ó âûáèðàþò òðè êàðòû.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ äâå äàìû?

Ïðèìåð 1.39. Â êîíâåðòå ñðåäè 80 ôîòîêàðòî÷åê íàõîäèòñÿ îäíà
ðàçûñêèâàåìàÿ. Èç êîíâåðòà íàóäà÷ó èçâëå÷åíû 20 êàðòî÷åê. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ íóæíàÿ.

Ïðèìåð 1.40. Ïîëíàÿ êîëîäà êàðò (52 ëèñòà) äåëèòñÿ ïîïîëàì.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ÷¼ðíûõ è êðàñíûõ êàðò â îáåèõ
ïà÷êàõ áóäåò îäèíàêîâûì.

Ïðèìåð 1.41. Äåñÿòü êíèã íà îäíîé ïîëêå ðàññòàâëåíû íàóäà-
÷ó. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì òðè îïðåäåë¼ííûå
êíèãè îêàæóòñÿ ïîñòàâëåííûìè ðÿäîì.

Ïðèìåð 1.42. ×åòûðå ïàññàæèðà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàññàæè-
âàþòñÿ ïî øåñòè âàãîíàì. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â
ïåðâûõ ÷åòûð¼õ âàãîíàõ îêàæåòñÿ ïî îäíîìó ïàññàæèðó.

Ïðèìåð 1.43. Â ëèôòå èìåþòñÿ 5 ïàññàæèðîâ, êîòîðûå ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì ñõîäÿò íà ñåìè ýòàæàõ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî íà ïåðâûõ ïÿòè ýòàæàõ ñîéäåò ðîâíî ïî îäíîìó ïàññàæèðó.


