
17. Êîíñóëüòàöèÿ ê ýêçàìåíó

17.1. Ïðèìåðíûé òåñòîâûé áèëåò

1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàíû äâà íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà x è y, òàêèõ, ÷òî ñóììà èõ íå ïðåâûøàåò 10. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî è ñóììà èõ êâàäðàòîâ áîëüøå 50.

2. Ïðè êàæäîì âêëþ÷åíèè çàæèãàíèÿ äâèãàòåëü íà÷èíàåò ðàáî-
òàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ çàïóñêà
äâèãàòåëÿ ïðèä¼òñÿ âêëþ÷àòü çàæèãàíèå áîëåå ÷åòûð¼õ ðàç.

3. Â òð¼õ öåõàõ çàâîäà ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 40%, 35% è
25% âñåé îäíîòèïíîé ïðîäóêöèè; ïðè÷¼ì áðàê êàæäîãî öåõà ñîñòàâ-
ëÿåò 4%, 3% è 5% ñîîòâåòñòâåííî. Ñëó÷àéíî âûáðàííîå èçäåëèå îêà-
çàëîñü áðàêîâàííûì. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îíî áûëî ñäåëàíî
â òðåòüåì öåõå.

4. Óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç 10 ýëåìåíòîâ ñ îäèíàêîâîé íàäåæíîñòüþ
0,2. (Íàäåæíîñòü ýëåìåíòà � âåðîÿòíîñòü åãî ðàáîòû çà âðåìÿ t.) Ýëå-
ìåíòû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t âûéäåò èç ñòðîÿ áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ.

5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ÷èñëî áðàêîâàííûõ äåòàëåé â ïàðòèè.
Äåòàëè ïðîâåðÿþò äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ áðàêîâàííîé. Êîëè÷åñòâî
äåòàëåé íåîãðàíè÷åííî. Âåðîÿòíîñòü áðàêà äëÿ êàæäîé äåòàëè îäè-
íàêîâà è ðàâíà 0,12. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî â ïàðòèè
áóäåò ïðîâåðåíî íå áîëåå ÷åòûð¼õ äåòàëåé.

6. Êàêèì äîëæåí áûòü äîïóñê îòêëîíåíèÿ ðàçìåðà äåòàëè îò íîìè-
íàëà, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,905 îòêëîíåíèå áûëî äîïóñòèìûì, åñëè
ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îòêëîíåíèÿ ðàâíà 15 ìì, à ñèñòåìà-
òè÷åñêàÿ îøèáêà ðàâíà íóëþ? (Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ � íîðìàëüíûé).

7. ×èñëîâàÿ âûáîðêà ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Íàéòè íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ.

xi 3,5 4,1 4,7 5,4 5,6 6,2
mi 2 3 2 4 3 2

8. Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ξ, η) ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî â îáëàñòè G.
Íàéòè êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò.
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Èòîãîâûé òåñò ïðîâîäèòñÿ ñîòðóäíèêàìè ÖÄÎ ïî àäðåñó: https://online-
edu.mirea.ru/, ñòðîãî ïî ðàñïèñàíèþ ýêçàìåíàöèîííîé ñåññèè. Ðàíüøå
çàéòè íà òåñò íåëüçÿ, è ïî îêîí÷àíèþ îòâåä¼ííîãî äëÿ ãðóïïû âðåìå-
íè, òåñò àâòîìàòè÷åñêè çàâåðøàåòñÿ.

Òåñò ïðîâåðÿåò êîìïüþòåð. Ïðè ýòîì îí ñðàâíèâàåò ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ âûäàííûå ñòóäåíòîì, ñ îòâåòîì ïðåäñòàâëåííûì ðàçðàáîò÷èêà-
ìè òåñòà è åñëè ðàçíîñòü çíà÷åíèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðå-
âîñõîäèò çàëîæåííóþ â îòâåòå ïîãðåøíîñòü, îòâåò ñ÷èòàåòñÿ âåðíûì.

Ðàçðàáîò÷èêè òåñòà çàëîæèëè âî âñåõ çàäà÷àõ îòâåòû â âèäå äåñÿ-
òè÷íîãî ÷èñëà, ñîäåðæàùåãî íå áîëåå ÷åòûð¼õ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.
Ïîýòîìó, åñëè â ïîëó÷åííîì ÷èñëå áîëåå ÷åòûð¼õ çíàêîâ ïîñëå çàïÿ-
òîé, åãî íàäî îêðóãëèòü äî ÷åòûðåõ çíàêîâ ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé
è çàïèñàòü â ïîëå îòâåòà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Ãàóññà, Ëàïëàñà, ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþ-
äåíòà, äàííûå ëó÷øå áðàòü èç òàáëèöû ïðèëîæåíèé 1-3 ýòîé ðàáîòû.

Â òåñòîâûõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþùèõ ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû (Ìóàâðà-
Ëàïëàñà, Ïóàññîíà è ò.ä), ó÷èòûâàåòñÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè îòâåòà.
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Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðåäñòàâëåííûõ â ýêçàìåíàöè-
îííîì áèëåòå.

17.2. Çàäà÷è î âûáîðêå

Â óðíå íàõîäÿòñÿ n áåëûõ è m ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç óðíû ñëó÷àéíûì
îáðàçîì äîñòàëè k+l øàðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ
îêàæåòñÿ ðîâíî k áåëûõ è l ÷¼ðíûõ øàðîâ.

P (A) =
C k

n · C l
m

C k+l
n+m

, (17.1)

ãäå Cm
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m.

Cm
n =

n!

m! (n−m)!
(17.2)

Ïðèìåð 17.1. Èç êîëîäû â 36 êàðò íàóãàä âûíèìàþò 8 êàðò.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿëè òðè êàðòû áóáíîâîé ìàñòè è
òðè êàðòû ÷¼ðíîé ìàñòè.

Ð å ø å í è å: Â êîëîäå êàðò âñåãî 9 êàðò áóáíîâîé ìàñòè è 18 êàðò
÷¼ðíîé ìàñòè. Èñêîìîå ñîáûòèå A ïðîèñõîäèò êîãäà âûòàñêèâàþò òðè
êàðòû áóáíîâîé ìàñòè è òðè êàðòû ÷¼ðíîé è äâå êàðòû ÷åðâîííîé
ìàñòè. Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó âûáîðêè äëÿ òð¼õ ïðåäìåòîâ (17.1).

P (A) =
C3

9 · C3
18 · C2

9

C8
36

=
9! · 18! · 9! · 8! · 28!
3! · 6! · 3! · 15! · 2! · 7! · 36!

=
4032

49445
≈ 0,082.

Îòâåò: P (A) =
4032

49445
≈ 0,082.
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Ïðèìåð 17.2. Â êîðîáêå íàõîäèòñÿ 20 ìàðêåðîâ: 10 ñèíèõ, 8 êðàñ-
íûõ è 2 ÷¼ðíûõ. Íàóãàä âçÿëè 5 ìàðêåðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñðåäè âçÿòûõ ìàðêåðîâ: äâà êðàñíûå è õîòÿ áû îäèí ÷¼ðíûé.

Ð å ø å í è å: Ïóñòü A � ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî èç êîðîáêè
âçÿëè 5 ìàðêåðîâ: äâà êðàñíûå è õîòÿ áû îäèí ÷¼ðíûé. Ïðèìåíÿåì

ôîðìóëó êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (A) =
m

n
.

×èñëî âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ ñîáûòèÿ A ðàâíî

n = C5
20 =

20!

5! · 15!
=

20 · 19 · 18 · 17 · 16
2 · 3 · 4 · 5

= 19 · 17 · 16 · 3 = 15504.

×èñëî èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A ðàâíî
m = C2

8 · C2
10 · C1

2 + C2
8 · C1

10 · C2
2 = 2520 + 280 = 2800.

Ñëåäîâàòåëüíî, P (A) =
2800

15504
=

175

969
≈ 0,181.
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17.3. Çàäà÷è íà ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ðèñ. 55. Ê ïðèìåðó 17.3

Ïðèìåð 17.3. Íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü â îáëàñòü |Imz|+ |Rez| 6 4
íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà ïîïàä¼ò
âíóòðü îáëàñòè îáëàñòè |z| > 2

√
2.

Ð å ø å í è å:
Ïåðåéä¼ì ê äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåííûì. z = x + i · y, Rez = x,

Imz = y. Îáëàñòü Ω íà êîòîðóþ áðîøåíà òî÷êà â äåéñòâèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ èìååò âèä: |x|+ |y| 6 4.

Ðàñêðûâàåì ìîäóëè

x =

{
x, ïðè x > 0 â I è IV ÷åòâåðòè,

−x, x < 0 â II è III ÷åòâåðòè.

y =

{
y, ïðè y > 0 â I è II ÷åòâåðòè,

−y, ïðè y < 0 â III è IV ÷åòâåðòè.
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ÷åòûð¼õ íåðàâåíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé

÷åòâåðòè:
y 6 4− x,
y 6 4 + x,
y > −4− x,
y > −4 + x.
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Íà ðèñ. 55, èçîáðàæåíû ãðàíèöû îáëàñòè Ω. Ñàìà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòîì ñî ñòîðîíàìè ðàâíûìè

√
42 + 42 = 4

√
2. Ïëîùàäü å¼ ðàâíû

SΩ = 32.
Îáëàñòü â êîòîðóþ äîëæíà ïîïàñòü òî÷êà, ïðåäñòàâëÿåò âíåø-

íîñòü êðóãà ðàäèóñà 2
√
2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íà ðèñ. 55,

äàííàÿ îáëàñòü çàêðàøåíà.

P (A) =
32− π(2

√
2)2

32
= 1− π

4
≈ 0,2146.

Îòâåò: P (A) = 1− π

4
≈ 0,2146.
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Ïðèìåð 17.4. Íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü â îáëàñòü |z − i− 1| 6 1
íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü, ÷òî îíà ïîïàä¼ò
âíóòðü îáëàñòè Imz − (Rez)2 > 1.

Ðèñ. 56. Ê ïðèìåðó 17.4

Ð å ø å í è å: Ïåðåéä¼ì ê äåéñòâèòåëüíûì ïåðåìåííûì.
z = x+ i ·y, Rez = x, Imz = y. Îáëàñòü Ω íà êîòîðóþ áðîøåíà òî÷êà â
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà
1 ñ öåíòðîì â òî÷êå M(1, 1).

|(x− 1) + i(y − 1)| 6 1 ⇒
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 6 1 ⇒
(x− 1)2 + (y − 1)2 6 1.

Ïëîùàäü îáëàñòè Ω ðàâíà SΩ = π.
Îáëàñòü G, â êîòîðóþ äîëæíà ïîïàñòü òî÷êà, â äåéñòâèòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ çàäàíà óðàâíåíèåì: y > 1+ x2. Ýòî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ïà-
ðàáîëû y = 1 + x2. Íà ðèñ. 55, äàííàÿ îáëàñòü çàêðàøåíà. Íàéä¼ì å¼
ïëîùàäü. Äëÿ ýòîãî îò ïëîùàäè ÷åòâåðòè êðóãà âû÷òåì ïëîùàäü êðè-
âîëèíåéíîé òðàïåöèè êîòîðóþ âûðåçàåò ïàðàáîëà îò ÷åòâåðòè êðóãà.

SG =
π

4
−

1∫
0

x2dx =
π

4
− 1

3
.

P (A) =
SG

SΩ

=

π

4
− 1

3
π

=
1

4
− 1

3 π
≈ 0,1439.

Îòâåò: P (A) =
1

4
− 1

3 π
≈ 0,1439.
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17.4. Òåîðåìà ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Òåîðåìà 17.16 (Òåîðåìà ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé). Âåðîÿò-
íîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè
îäíîãî èç íèõ íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü äðóãîãî, âû÷èñëåííóþ â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïåðâîå ñîáûòèå óæå íàñòóïèëî:

P (AB) = P (A) · P (B/A). (17.3)

Ñëåäñòâèå 17.1. Âåðîÿòíîñòü ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ íåñêîëü-
êèõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé îäíîãî èç íèõ íà
óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè âñåõ îñòàëüíûõ:

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) . . . P (An/A1A2 . . . An−1).

Îïðåäåëåíèå 17.1. Ñîáûòèå B íàçûâàþò íåçàâèñèìûì îò ñî-
áûòèÿ A, åñëè ïîÿâëåíèå ñîáûòèÿ A íå èçìåíÿåò âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ B:

P (B/A) = P (B). (17.4)

Òåîðåìà 17.17. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñî-
áûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ âåðîÿòíîñòåé.

P (A · B) = P (A) · P (B). (17.5)
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Ïðèìåð 17.5. Â óðíå 13 áåëûõ è 8 ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç óðíû âûíè-
ìàþò òðè øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

(1) âñå âðåìÿ ïîïàäàëèñü áåëûå øàðû;
(2) âñå âûíóòûå øàðû áûëè îäíîãî öâåòà.

Ð å ø å í è å:
(1) Ïóñòü Ai � ñîáûòèÿ ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî i-òûé øàð áåëûé
(i = 1, 2, 3). Òîãäà èñêîìîå ñîáûòèå A = A1A2A3. Äàííûå ñîáûòèÿ
çàâèñèìûå. Ïîýòîìó

P (A) = P (A1A2A3) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) =
13

21
· 12
20

· 11
19

=

=
143

665
≈ 0,215.

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêîå îïðåäåëå-

íèå âåðîÿòíîñòè P (A) =
m

n
è ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè.

Çäåñü n = C3
21, m = C3

13.

P (A) =
C3

13

C3
21

=
13! 3!18!

3!10! 21!
=

13 · 12 · 11
21 · 20 · 19

≈ 0,215.

Îòâåò: ≈ 0,215.
(2) Èñêîìîå ñîáûòèå

A = {âñå òðè áåëîãî öâåòà}+ {âñå òðè ÷åðíîãî öâåòà}.
Ïîëó÷àåì

P (A) =
13

21
· 12
20

· 11
19

+
8

21
· 7
20

· 6
19

=
143

665
+

4

95
=

9

35
≈ 0,215+0,042 = 0,257.

Îòâåò: ≈ 0,257.
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Ïðèìåð 17.6. Â óðíå 13 áåëûõ è 8 ÷¼ðíûõ øàðîâ. Èç óðíû ïî
î÷åðåäè âûíèìàþò òðè øàðà, êàæäûé ðàç âîçâðàùàÿ âûíóòûé øàð
â óðíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

(1) âñå âðåìÿ ïîïàäàëèñü áåëûå øàðû;
(2) âñå âûíóòûå øàðû áûëè îäíîãî öâåòà.

Ð å ø å í è å:

(1) Âåðîÿòíîñòü èñêîìîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

(
13

21

)3

=
2197

9261
≈ 0,237.

Îòâåò:
2197

9261
≈ 0,237.

(2) Èñêîìîå ñîáûòèå A = {âñå òðè îäíîãî öâåòà} åñòü ñóììà äâóõ
íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé:

A1 = {òðè áåëûõ} è A2 = {òðè ÷¼ðíûõ}.
Ñîãëàñíî ï. 1 è çàìå÷àíèþ ê íåìó,

P (A1) =
2197

9261
, P (A2) =

(
8

21

)3

=
512

9261
, îòêóäà

P (A) = P (A1) + P (A2) =
2197

9261
+

512

9261
=

2709

9261
=

43

147
≈ 0,293.

Îòâåò:
43

147
≈ 0,293.
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17.5. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Òåîðåìà 17.18 (Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ A, êîòîðîå ìîæåò íàñòóïèòü òîëüêî âìåñòå ñ îäíèì èç ïî-
ïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé H1, H2 . . . Hn, íàçûâàåìûõ ãèïîòåçàìè,
ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé âåðîÿòíîñòåé êàæäîãî èç ýòèõ ñîáûòèé
íà ñîîòâåòñòâóþùóþ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A:

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + . . .
. . .+ P (Hn)P (A/Hn).

(17.6)

Êðàòêî ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P (A) =
n∑

i=k

P (Hk)P (A/Hk).

Òåîðåìà 17.19 (Ôîðìóëà Áàéåñà). Â óñëîâèÿõ ôîðìóëû ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè äëÿ i = 1, . . . , n:

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)

P (H1)P (A/H1) + · · ·+ P (Hn)P (A/Hn)
. (17.7)

èëè

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)

P (A)
. (17.8)
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Ïðèìåð 17.7. Â òð¼õ öåõàõ çàâîäà ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî 40%, 35% è 25% âñåé îäíîòèïíîé ïðîäóêöèè; ïðè÷¼ì áðàê êàæäîãî
öåõà ñîñòàâëÿåò 4%, 3% è 5% ñîîòâåòñòâåííî. à) Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå, âûáðàííîå ñëó÷àéíî, áóäåò áðàêîâàííûì?
á) Ïóñòü òåïåðü ñëó÷àéíî âûáðàííîå èçäåëèå îêàçàëîñü áðàêîâàííûì.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îíî áûëî ñäåëàíî â ïåðâîì, âòîðîì,
òðåòüåì öåõàõ.

Ð å ø å í è å: à) Ñîáûòèå A � âûáðàííîå èçäåëèå áðàêîâàíî.
Ãèïîòåçû H1, H2, H3 ñîñòîÿò â òîì, ÷òî èçäåëèå ïðîèçâåäåíî ñîîòâåò-
ñòâåííî â ïåðâîì, âòîðîì, òðåòüåì öåõàõ. Òîãäà

P (H1) = 0,4, P (H2) = 0,35, P (H3) = 0,25,

à óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P (A/H1) = 0,04, P (A/H2) = 0,03, P (A/H3) = 0,05.

Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü

P (A) =
3∑

i=3

P (Hi)P (A/Hi) = 0,4 · 0,04 + 0,35 · 0,03 + 0,25 · 0,05 = 0,039.

Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî áðàêîâàííîå èçäåëèå ñäåëàíî â ïåðâîì, âòî-
ðîì, òðåòüåì öåõàõ, íàéäåì ïî ôîðìóëå Áàéåñà:

P (H1/A) =
P (H1) · P (A/H1)

P (A)
=

0,4 · 0,04
0,039

=
16

39
≈ 0,410,

P (H2/A) =
P (H2) · P (A/H2)

P (A)
=

7

26
≈ 0,269,

P (H3/A) =
P (H3) · P (A/H3)

P (A)
=

25

78
≈ 0,321.

Îòâåò: P (A) = 0,039; P (H1/A) = 16/39 ≈ 0,410;
P (H2/A) = 7/26 ≈ 0,269; P (H3/A) = 25/78 ≈ 0,321.
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17.6. Ïîâòîðíûå íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â ðå-
çóëüòàòå êàæäîãî èç êîòîðûõ ìîæåò íàñòóïèòü èëè íå íàñòóïèòü íåêî-
òîðîå ñîáûòèå A. Îáîçíà÷èì P (A) = p, P (Ā) = 1− p = q è îïðåäåëèì
Pn(m) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîéäåò m ðàç â n èñ-
ïûòàíèÿõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Pn(m) èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Áåðíóëëè:

Pn(m) = Cm
n p

mqn−m. (17.9)

Ïðèìåð 17.8. Ïðèáîð ñîñòîèò èç 10 óçëîâ. Âåðîÿòíîñòü áåçîò-
êàçíîé ðàáîòû â òå÷åíèå îïðåäåë¼ííîãî âðåìåíè äëÿ êàæäîãî óçëà
ðàâíà 0,98. Óçëû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà äàííîå âðåìÿ îòêàæóò ðîâíî äâà óçëà.

Ð å ø å í è å: Çäåñü n = 10, q = 0,98, p = 1− q = 0,02, m = 2. Ïî
ôîðìóëå Áåðíóëëè (17.9)

P10(2) = C2
10 · p2 · q8 =

10!

2!8!
· 0,022 · 0,988 ≈ 0,015.

Îòâåò: P10(2) ≈ 0,015.
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17.7. Íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 3.
×àñòî íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèåm, ïðè êîòîðîì âåðîÿòíîñòü Pn(m)

ìàêñèìàëüíà; ýòî çíà÷åíèå m íàçûâàåòñÿ íàèâåðîÿòíåéøèì ÷èñëîì
m∗ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â n íåçàâèñèìûõ ïîâòîðíûõ èñïûòàíèÿõ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

np− q 6 m∗ 6 np+ p. (17.10)

Åñëè íåðàâåíñòâó (17.10) óäîâëåòâîðÿþò äâà öåëûõ çíà÷åíèÿ m∗,
èìååòñÿ äâà íàèâåðîÿòíåéøèõ ÷èñëà.

Ïðèìåð 17.9. Çàÿâêè íà ïîëó÷åíèå èíñòðóìåíòà ïîñòóïàþò íà
ñêëàä îò âîñüìè öåõîâ åæåäíåâíî è íåçàâèñèìî. Âåðîÿòíîñòü ïîëó-
÷åíèÿ çàÿâêè îò êàæäîãî ñêëàäà ðàâíà 0,6. Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå
÷èñëî çàÿâîê â äåíü è âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ÷èñëà çàÿâîê.

Ð å ø å í è å: Çäåñü n = 8, p = 0,6, q = 0,4. Òîãäà

np− q 6 m∗ 6 np+ p èëè 4, 4 6 m∗ 6 5, 4.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî çàÿâîê m∗ = 5. Âåðîÿò-
íîñòü ïÿòè çàÿâîê èç âîñüìè ðàâíà

P8(5) = C5
8 · (0,6)5 · (0,4)3 =

8!

3!5!
· 0,07776 · 0,064 ≈ 0,279.

Îòâåò: m∗ = 5, P8(5) ≈ 0,279.
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17.8. Ëîêàëüíàÿ è èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà

Ðàññìîòðèì çàäà÷è î ïîâòîðíûõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ñ ïðè-
ìåíåíèåì ëîêàëüíîé è èíòåãðàëüíîé òåîðåì Ìóàâðà-Ëàïëàñà.

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 3.
Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà äà¼ò àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîð-

ìóëó, ïîçâîëÿþùóþ ïðèáëèæ¼ííî íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáû-
òèÿ ðîâíî m ðàç â n èñïûòàíèÿõ, åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Òåîðåìà 17.20 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà). Åñëè âå-
ðîÿòíîñòü p ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èç n íåçàâèñèìûõ èñ-
ïûòàíèé ïîñòîÿííà è îòëè÷íà îò íóëÿ è åäèíèöû, òî âåðîÿòíîñòü
Pn(m) òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïîÿâèòüñÿ m ðàç â n èñïûòàíèÿõ, ïðè-
áëèæ¼ííî ðàâíà (ïðè n→ ∞, p ≈/ 0, p ≈/ 1):

Pn(m) ≈ 1
√
npq

f

(
m− np
√
npq

)
, ãäå f(x) =

1√
2π

e
−x

2

2 . (17.11)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììàðíîé (¾èíòåãðàëüíîé¿) âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A íàõîäèòñÿ â çàäàííûõ ïðåäåëàõ ïðè
áîëüøèõ n òàêæå èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ âû÷èñëÿòü ýòó âåðîÿòíîñòü ïðèáëèæ¼ííî.

Äëÿ ïîëüçîâàíèÿ ýòîé ôîðìóëîé ïîçíàêîìèìñÿ ñ ôóíêöèåé Ëà-
ïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 17.2. Ôóíêöèåé Ëàïëàñà Φ(x) íàçûâàåòñÿ:

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt. (17.12)

Òåîðåìà 17.21 (Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà). Åñëè
âåðîÿòíîñòü p ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èç n íåçàâèñèìûõ èñ-
ïûòàíèé ïîñòîÿííà è îòëè÷íà îò íóëÿ è åäèíèöû, òî âåðîÿòíîñòü
Pn(m1 6 m 6 m2) òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïîÿâèòñÿ íå ìåíåå m1, íî íå
áîëåå m2 ðàç â n èñïûòàíèÿõ ïðèáëèæ¼ííî ðàâíà (ïðè n→ ∞, p ≈/ 0,
p ≈/ 1):

Pn(m1 6 m 6 m2) ≈ Φ

(
m2 − np
√
npq

)
− Φ

(
m1 − np
√
npq

)
, (17.13)
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ãäå Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

Ïðèìåð 17.10. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèÿ íåêîòîðîãî ïðî-
èçâîäñòâà áóäóò îòíåñåíû ê ïåðâîìó ñîðòó, ðàâíà 0,56. ×åìó ðàâíà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 120 ñëó÷àéíî âçÿòûõ èçäåëèé ïðîèçâîä-
ñòâà 67 îêàæåòñÿ ïåðâîãî ñîðòà?

Ð å ø å í è å: Â äàííîé çàäà÷å

n = 120, p = 0,56, q = 0,44, m = 67, npq = 29, 568.

Ïðèìåíèì ëîêàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà. Òàê êàê

x =
m− np
√
npq

=
67− 120 · 0,56√

29,568
≈ −0,04, f(−0,04) = f(0,04) = 0,3986,

òî:

P120(67) =
f(x)
√
npq

=
0,3986√
29,568

≈ 0,073.
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Ïðèìåð 17.11. Â öåõå íàõîäèòñÿ 150 ñòàíêîâ. Âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî îäèí ñòàíîê â òå÷åíèå ñìåíû ïîòðåáóåò ê ñåáå âíèìàíèÿ,
ðàâíà 0,2. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî: à) çà ñìåíó 40 ñòàíêîâ
ïîòðåáóþò ê ñåáå âíèìàíèÿ, á) îò 25 äî 35 ñòàíêîâ ïîòðåáóþò ê
ñåáå âíèìàíèÿ.

à) Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ëîêàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-
Ëàïëàñà, òàê êàê n = 150, ò.å. n > 100, à ïðè p = 0,2, q = 0,8 âåëè÷èíà
npq = 24 > 20. Çäåñü m = 40,

x =
m− np
√
npq

=
40− 150 · 0,2√

24
=

5√
6
≈ 2, 04.

Ïî òàáëèöå íàéäåì f(2,04) = 0,05 è, ñîãëàñíî (17.11), ïîëó÷èì:

P150(40) ≈ 0,05/
√
24 ≈ 0,010.

á) Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó (17.21).
Çäåñü
m1 = 25, m2 = 35,

x1 =
m1 − np
√
npq

=
25− 30√

24
≈ −1,02, x2 =

m2 − np
√
npq

=
35− 30√

24
≈ 1,02.

Ñ ïîìîùüþ (17.13) íàéäåì

P150(25 6 m 6 35) ≈ Φ(1,02)−Φ(−1, 02) = 2Φ(1,02) ≈ 2·0,3461 = 0,692.
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17.9. Ôîðìóëà Ïóàññîíà

Åñëè âåðîÿòíîñòü p ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â èñïûòàíèè Áåðíóëëè
áëèçêà ê 0 èëè 1 , òî òåîðåìû 17.20 è 17.21 íåïðèìåíèìû, òàê êàê
äàþò áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðè-
áëèæ¼ííîé ôîðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ Pn(m) ïðè áîëüøèõ
n.

Òåîðåìà 17.22. Åñëè âåðîÿòíîñòü p ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæ-
äîì èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ïîñòîÿííà è áëèçêà ê íóëþ, à n
âåëèêî, òî âåðîÿòíîñòü Pn(m) òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïîÿâèòñÿ m ðàç
â n èñïûòàíèÿõ ïðèáëèæ¼ííî ðàâíà (ïðè n→ ∞, p→ 0,λ = np→ a):

Pn(m) ≈ λm

m!
e−λ. (17.14)

Çàìå÷àíèå 17.1. Ñëó÷àé, êîãäà p ≈ 1, ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííî-
ìó, åñëè âìåñòî Pn(m) âû÷èñëÿòü ðàâíóþ åé âåðîÿòíîñòü Pn(n−m)
ïîÿâëåíèÿ n−m ðàç ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ Ā, âåðîÿòíîñòü ïî-
ÿâëåíèÿ êîòîðîãî â îäíîì èñïûòàíèè q = 1− p ≈ 0.
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Ïðèìåð 17.12. Ïðè ïåðåâîçêå àâòîìîáèëåé ïî æåëåçíîé äîðîãå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäèí àâòîìîáèëü â ïóòè ïîëó÷èò ïîâðåæäå-
íèå, ðàâíà 0,003. Îòïðàâëåíî 200 àâòîìîáèëåé. 1) Íàéòè âåðîÿòíî-
ñòè òîãî, ÷òî â ïóòè áóäåò ïîâðåæäåíî òðè àâòîìîáèëÿ; 2) áîëåå
òð¼õ àâòîìîáèëåé.

Ð å ø å í è å: 1) Ïîñêîëüêó n = 200, p = 0,003, λ = np = 0,6, òî
ïðè m = 3

P200(3) =
0,63 · e−0,6

3!
≈ 0,019.

2). P200(m > 3) = 1− (P200(0) + P200(1) + P200(2) + P200(3)) =

= 1− e−0,6

(
0,60

0!
+

0,61

1!
+

0,62

2!
+

0,63

3!

)
=

= 1− e−0,6(1 + 0,6 + 0,18 + 0,036) = 1− 1,816e−0,6 ≈ 0,003.
Îòâåò: P200(3) ≈ 0,019, P200(m > 3) ≈ 0,003.
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17.10. Îòêëîíåíèå ÷àñòîòû îò âåðîÿòíîñòè

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 3.
Ïóñòü ïðîâîäÿòñÿ èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè ñ ïîñòîÿííîé âåðîÿòíîñòüþ

p ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èç íèõ; ñîáûòèå A ïîÿâèëîñü m
ðàç â n èñïûòàíèÿõ. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêëîíåíèå îòíî-

ñèòåëüíîé ÷àñòîòû
m

n
îò âåðîÿòíîñòè p ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå

ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà ε.

P

(∣∣∣∣mn − p

∣∣∣∣ 6 ε

)
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
. (17.15)

Ïðèìåð 17.13. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â êàæäîì èç
800 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ðàâíà 0,6. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ îòêëîíèòñÿ îò
åãî âåðîÿòíîñòè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì íà 0,03.

Ð å ø å í è å: Çäåñü n = 800, p = 0,6, q = 0,4, ε = 0,03. Íóæíî
íàéòè âåðîÿòíîñòü

P
(∣∣∣ m

800
− 0,6

∣∣∣ 6 0,03
)
.

Ïî ôîðìóëå (17.16) ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà

2 · Φ
(
0,03 ·

√
800

0,6 · 0,4

)
≈ 2 · Φ(1,73).

Ïî òàáëèöàì íàéäåì Φ(1,73) ≈ 0,4582. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 2 · 0,4582 = 0,9164.

Îòâåò: ≈ 0,916.

P

(∣∣∣∣mn − p

∣∣∣∣ 6 ε

)
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
. (17.16)



Îòêëîíåíèå ÷àñòîòû îò âåðîÿòíîñòè 241

Ïðèìåð 17.14. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â êàæäîì èç n
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ðàâíà 0,6. Íàéòè ïðè êàêîì çíà÷åíèè n âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ
îòêëîíèòñÿ îò åãî âåðîÿòíîñòè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå
÷åì íà 0,03 áóäåò ðàâíà 0,9164.

Ð å ø å í è å: Äàíî

P
(∣∣∣m
n

− 0,6
∣∣∣ 6 0,03

)
= 0,9164.

Ïî ôîðìóëå (17.16) ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà

2 · Φ
(
0,03 ·

√
n

0,6 · 0,4

)
= 0,9164 ⇒ Φ

(
0,03 ·

√
n

0,6 · 0,4

)
= 0,4582 ⇒

0,03 ·
√

n

0,6 · 0,4
= 1,73 ⇒ n =

(
1,73

0,03

)2

· 0,24 ≈ 798,1

Îêðóãëÿÿ äî öåëîãî ÷èñëà â áîëüøóþ ñòîðîíó, ïîëó÷àåì n = 799.
Îòâåò: n = 799.
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17.11. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ïðèìåð 17.15. Íà ïåðåýêçàìåíîâêó ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâè-
ëèñü 3 ñòóäåíòà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé ñäàñò ýêçàìåí,
ðàâíà 0,8, âòîðîé � 0,7, òðåòèé � 0,9. Íàéäèòå ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÷èñëà ñòóäåíòîâ, ñäàâøèõ ýêçàìåí, ïîñòðîé-
òå ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéäèòå M( ξ), D( ξ).

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ÷èñëî ÷èñëà ñòóäåíòîâ, ñäàâ-
øèõ ýêçàìåí ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ:

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ai, i = 1, 2, 3 � ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
i-òûé ñòóäåíò ñäàë ýêçàìåí. pi = P (Ai), qi = P (Ai) = 1− pi.

Òîãäà ñîáûòèåBi, ñîñòîÿùåå â òîì i ñòóäåíòîâ ñäàäóò ýêçàìåí ìîæ-
íî çàïèñàòü ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

B0 = A1A2A3,

B1 = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3,

B2 = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3,

B3 = A1A2A3.

Íàõîäèì âåðîÿòíîñòè äàííûõ ñîáûòèé.

P (B0) = q1q2q3 = 0,2 · 0,3 · 0,1 = 0,006

P (B1) = p1q2q3 + q1p2q3 + q1q2p3 =

= 0,8 · 0,3 · 0,1 + 0,2 · 0,7 · 0,1 + 0,2 · 0,3 · 0,9 = 0,092,

P (B2) = p1p2q3 + p1q2p3 + q1p2p3 =

= 0,8 · 0,7 · 0,1 + 0,8 · 0,2 · 0,9 + 0,2 · 0,7 · 0,9 = 0,398,

P (B3) = p1p2p3 = 0,8 · 0,7 · 0,9 = 0,504.

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåò âèä:

ξ 0 1 2 3
p 0,006 0,092 0,398 0,504

Çäåñü ñóììà âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå.

M(ξ) =
n∑

i=1

pixi = 0 · 0,006 + 1 · 0,092 + 2 · 0,398 + 3 · 0,504 = 2,4.
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D(ξ) =M(ξ2)−M2(ξ) =
n∑

i=1

pix
2
i − 2,42 =

= 1 · 0,092 + 4 · 0,398 + 9 · 0,504− 5,76 = 6,22− 5,76 = 0,46.

F (x) =


0 ïðè x 6 0;
0,006 ïðè 0 < x 6 1;
0,098 ïðè 1 < x 6 2;
0,498 ïðè 2 < x 6 3;
1 ïðè x > 3.

Íà ðèñ. 57 èçîáðàæ¼í ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

431 20 5
x

F(x)

Ðèñ. 57. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïðèìåðà 17.15
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Ïðèìåð 17.16. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàíà ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

F (x) =

 0 ïðè x 6 −2,
A(x+ 2)2 ïðè − 2 < x 6 −1,
1 ïðè x > −1.

Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà A è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòà-
òå èñïûòàíèÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå, çàêëþ÷åííîå â èíòåð-
âàëå (−3/2, 0).

Ð å ø å í è å: Èñïîëüçóåì îñíîâíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: F (x) îïðåäåëåíà è
íåïðåðûâíû íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x = −1
ïðåäåë ñëåâà äîëæåí áûòü ðàâåí 1. Ïîëó÷àåì,

A(−1 + 2)2 = 1 ⇒ A = 1.

Òîãäà

F (x) =

 0 ïðè x 6 −2,
(x+ 2)2 ïðè − 2 < x 6 −1,
1 ïðè x > −1.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò çíà÷åíèå, çàêëþ÷åííîå â èíòåð-
âàëå (−3/2, 0), ðàâíà ïðèðàùåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ýòîì
èíòåðâàëå:

P (−3/2 < ξ < 0) = F (0)− F (−3/2) = 1− (−3/2 + 2)2 =
3

4
.

Îòâåò: 0,75.
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Ïðèìåð 17.17. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàíà ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) = cos x â èíòåðâàëå (0; π/2); âíå ýòîãî
èíòåðâàëà f(x) = 0. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò çíà-
÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èíòåðâàëó (π/4; π/3).

Ð å ø å í è å: Ïðèìåíèì ôîðìóëó

P (a < ξ < b) =

b∫
a

f(x)dx.

Ïî óñëîâèþ, a = π/4, b = π/3, f(x) = cos x. Ñëåäîâàòåëüíî, äàí-
íàÿ âåðîÿòíîñòü

P
(π
4
< ξ <

π

3

)
=

π/3∫
π/4

cos xdx = sin x
∣∣∣π/3
π/4

=

√
3−

√
2

2
≈ 0,159.

Îòâåò: ≈ 0,159.
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Ïðèìåð 17.18. ξ � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), çàäàííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =


0, åñëè x 6 0,

A(4x− x2), åñëè 0 < x 6 4,

0, åñëè x > 4.

Íàéòè: à) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà A á) âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ξ â èí-
òåðâàë (1; 2); â) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Ð å ø å í è å: à)

4∫
0

A(4x− x2)dx = A

(
2x2 − x3

3

) ∣∣∣4
0
= A

(
32− 64

3
− 0

)
=

32A

3
.

32A

3
= 1 ⇒ A =

3

32
.

á) Âåðîÿòíîñòü

P (1 < ξ < 2) =

2∫
1

f(x)dx =

2∫
1

3

32
(4x− x2)dx = A

(
2x2 − x3

3

) ∣∣∣∣2
1

=

=
11

32
≈ 0,344.

â) Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû äà¼òñÿ ôîðìóëîé

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt.

Åñëè −∞ < x 6 0, òî

F (x) =

x∫
−∞

0dt = 0;

åñëè 0 < x 6 4, òî

F (x) =

0∫
−∞

f(t)dt+

∫ x

0

f(t)dt =
6x2 − x3

32
;
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åñëè, íàêîíåö, x > 4, òî

F (x) =

0∫
−∞

0dt+

4∫
0

3

32
(4t− t2)dt+

x∫
0

0dt = 1.

Îòâåò: P (1 < ξ < 2) = 11/32 ≈ 0,344,

F (x) =


0, åñëè x 6 0,
6x2 − x3

32
, åñëè 0 < x 6 4,

1, åñëè x > 4.
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Ïðèìåð 17.19. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ çàäàíà ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

F (x) =

 0 ïðè x 6 0,
A(x2 − 4x) ïðè 0 < x 6 2,
1 ïðè x > 2.

Íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ð å ø å í è å:
Èñïîëüçóåì îñíîâíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåïðå-

ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: F (x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíû íà âñåé
äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x = 2 ïðåäåë ñëåâà äîëæåí
áûòü ðàâåí 1. Ïîëó÷àåì,

A(2 2 − 4 · 2) = 1 ⇒ A = −1/4.

Ïîëó÷èëè

F (x) =


0 ïðè x 6 0,

x− x2

4
ïðè 0 < x 6 2,

1 ïðè x > 2.

Íàéä¼ì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

f(x) = F ′(x) =


0 ïðè x 6 0,

1− x

2
, ïðè 0 < x 6 2,

0 ïðè x > 2.

Íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

M(ξ) =

∞∫
−∞

xf(x) =

2∫
0

(
x− x2

2

)
dx =

(
x2

2
− x3

6

) ∣∣∣∣2
0

=
2

3
.

D(ξ) =M(ξ2)−m2(ξ) =
2∫
0

(
x2 − x3

2

)
dx−

(
2

3

)2

=

=

(
32

3
− x4

8

) ∣∣∣∣2
0

− 4

9
=

8

3
− 2− 4

9
=

2

9
.

σ(ξ) =
√
D(ξ) =

√
2

3
.

Îòâåò:

√
2

3
.
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17.12. Áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.
Ïóñòü ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ p ïî-

ÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè (èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè). Îáî-
çíà÷èì ξ � ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ÷èñëó ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A
â n èñïûòàíèÿõ. Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè

P (ξ = m) = Pn(m) = Cm
n p

mqn−m, ãäå q = 1− p, m = 0,1, . . . , n.
(17.17)

Îïðåäåëåíèå 17.3. Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû, çàäàâàåìîå íèæåïðèâåäåííîé òàáëèöåé, íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì.

ξ 0 1 2 . . . k . . . n

p qn npqn−1 C2
np

2qn−2 . . . Ck
np

kqn−k . . . pn

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè n
è p.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ äëÿ áèíîìèàëüíî ðàñïðå-
äåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

M(ξ) = np; D(ξ) = npq. (17.18)
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Ïðèìåð 17.20. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñòðåëêîì â ìèøåíü ðàâ-
íà 0,8. Íàïèñàòü áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà ïîïàäàíèé â ìèøåíü ïðè òð¼õ âûñòðå-
ëàõ. Íàéòè M(ξ) è D(ξ).

I Äàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ: 0 (ñòðåëîê íå ïîïàë â ìèøåíü íè ðàçó), 1 (ïîïàë îäèí ðàç),
2 (ïîïàë äâà ðàçà), 3 (íè ðàçó íå ïðîìàõíóëñÿ). Çäåñü p = 0,8,
q = 1− p = 0,2, n = 3.

Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè (17.17) íàéäåì:

P (0) = C0
3 · (0,8)0 · (0,2)3 =

1

125
, P (1) = C1

3 · (0,8)1 · (0,2)2 =
12

125
,

P (2) = C2
3 · (0,8)2 · (0,2)1 =

48

125
, P (3) = C3

3 · (0,8)3 · (0,2)0 =
64

125
.

Îòìåòèì, ÷òî P (0) + P (1) + P (2) + P (3) = 1.
Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåò âèä:

ξ 0 1 2 3
p 0,008 0,096 0,384 0,512

Íàéä¼ì M(ξ) è D(ξ) äâóìÿ ñïîñîáàìè.
1 ñïîñîá. Ïî îáùèì ôîðìóëàì äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû.

M(ξ) =
3∑

k=0

xkpk = 0 · 0,008 + 1 · 0,096 + 2 · 0,384 + 3 · 0,512 = 2,4.

D(ξ) =M(ξ2)−M2(ξ) =
= 02 · 0,008 + 12 · 0,096 + 22 · 0,384 + 32 · 0,512− 2,42 = 0,48.

2 ñïîñîá. Ïî ôîðìóëàì (17.18) äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
M(ξ) = np = 3 · 0,8 = 2,4 D(ξ) = npq = 2,4 · 0,2 = 0,48. J
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17.13. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.
Ïóñòü â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè n → ∞, p → 0, òàê, ÷òî

np → λ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü Pn(m) ïðèáëèæ¼ííî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóëû Ïóàññîíà:

P (ξ = m) =
λm

m!
e−λ, λ > 0. (17.19)

Îïðåäåëåíèå 17.4. Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé (17.19), íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàñ-
ñîíà èëè ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Çàïèøåì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà â âèäå òàáëèöû:

ξ 0 1 2 . . . m . . .

p e−λ λe−λ λ2

2!
e−λ . . .

λm

m!
e−λ . . .

Èòàê, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà,
ïîëó÷èì:

M(ξ) = D(ξ) = λ. (17.20)
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Ïðèìåð 17.21. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå îêàæåòñÿ áðàêî-
âàííûì, ðàâíà 0,02. Ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà 120 èçäåëèé. Çàïèñàòü çà-
êîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà áðàêîâàííûõ èçäåëèé â âûáîðêå. ÍàéòèM(ξ)
è D(ξ).

I Çäåñü n = 120 è p = 0,02. Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ âåëè÷èíà áîëüøå
100, à âòîðàÿ � ìåíüøå 0,1, òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü
ôîðìóëó Ïóàññîíà (17.19). Ïàðàìåòð λ = np = 120 · 0,02 = 2,4; èç
òàáëèöû íàéäåì, ÷òî e−2,4 = 0,0907. Òîãäà

P (ξ = 0) =
2,40 · e−2,4

0!
= 0,0907, P (ξ = 1) =

2,41 · e−2,4

1!
= 0,2177,

P (ξ = 2) = 0,2612, P (ξ = 3) = 0,2090, ...

Çäåñü íàèáîëüøàÿ âåðîÿòíîñòü ïðè k = 2. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ 0 1 2 3 ... k ...
p 0,0907 0,2177 0,2612 0,2090 ... 2,4k · e−2,4/k! ...

M(ξ) = λ = 2,4 D(ξ) = λ = 2,4.
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17.14. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.
Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ ðÿä íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé (¾ïîïûòîê¿) äëÿ

äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî ðåçóëüòàòà (ñîáûòèÿ A), è ïðè êàæäîé ïîïûò-
êå ñîáûòèå A ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Òîãäà ÷èñëî ïîïûòîê
ξ äî ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A, âêëþ÷àÿ óäàâøóþñÿ, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåò-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ: m = 1, 2, . . . ,m, . . . Âåðîÿòíîñòè èõ ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíû

P (ξ = m) = pqm−1, m = 1, 2, . . . . (17.21)

ãäå 0 < p < 1, q = 1− p.
Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååò âèä

ξ 1 2 3 . . . m . . .

P p pq pq2 . . . pqm−1 . . .

M(ξ) =
1

p
, D(ξ) =

q

p2
. (17.22)
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Ïðèìåð 17.22. Êóáèê áðîñàþò äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ øåñòåðêè
èëè ïÿòåðêè (÷èñëî áðîñêîâ íåîãðàíè÷åííî). Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðå-
äåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà ïðîèçâåä¼ííûõ
áðîñêîâ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ξ. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ïðîèçâåäåíî îò äâóõ äî ïÿòè (âêëþ-
÷èòåëüíî) áðîñêîâ.

I Èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (17.21)
P (ξ = m) = pqm−1, m = 1, 2, . . ., ïðè p = 1/3, q = 2/3.

P (ξ = k) = 1/3 · (2/3)k−1 = 2k−1/3k, k = 1, 2, . . . .

P (ξ = 1) = 1/3; P (ξ = 2) = 1/3 · 2/3 = 2/9;
P (ξ = 3) = 1/3 · (2/3)2 = 4/27; P (ξ = 4) = 1/3 · (2/3)3 = 8/81;
P (ξ = 5) = 1/3 · (2/3)4 = 16/243; . . .

ξ 1 2 3 4 5 . . . k . . .

p 1/3 2/9 4/27 8/81 16/243 . . . 2k−1/3k . . .

M(ξ) =
1

p
= 3.

D(ξ) =
q

p2
= 6.

P = 2/32 + 4/33 + 8/34 + 16/35 =
54 + 36 + 24 + 16

343
=

130

243
≈ 0,535.

J
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17.15. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Èç íåïðåðûâíûõ çàêîíîâ íà ýòîì çàíÿòèè èçó÷èì ðàâíîìåðíîå è
ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.
Ðàñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ

ðàâíîìåðíûì íà [a; b], åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííà è îò-
ëè÷íà îò 0 íà ýòîì îòðåçêå è ðàâíà íóëþ âíå åãî:

f(x) =

{
C ïðè x ∈ [a; b],
0 ïðè x /∈ [a; b].

Ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà [a; b] ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

f(x) =

{ 1

b− a
ïðè x ∈ [a; b],

0 ïðè x /∈ [a; b].
(17.23)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà [a; b] ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû:

F (x) =


0 ïðè x < a,
x− a

b− a
ïðè a 6 x 6 b,

1 ïðè b < x.

(17.24)

M(ξ) =
a+ b

2
; D(ξ) =

(b− a)2

12
. (17.25)
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Ïðèìåð 17.23. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ñ
M(ξ) = 9/2 è D(ξ) = 25/12. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ.

IÔóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ôîðìóëå (17.24) çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðîâ a è b. Èñïîëüçóÿ (17.25), äëÿ îïðåäåëåíèÿ a è b ñîñòàâèì ñëåäóþ-
ùèå óðàâíåíèÿ:

a+ b

2
=

9

2
,

(b− a)2

12
=

25

12
.

Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî b > a, ïîëó÷èì a = 2, b = 7. Ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ îêîí÷àòåëüíî ïðèìåò âèä:

F (x) =


0 ïðè x 6 2,
x− 2

5
ïðè x ∈ (2, 7],

1 ïðè x > 7.

J
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17.16. Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 5.

Îïðåäåëåíèå 17.5. Ðàñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì (ïîêàçàòåëüíûì), åñëè ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

f(x) =

{
λe−λx ïðè x > 0,
0 ïðè x < 0, ãäå λ > 0.

(17.26)

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì λ > 0.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

F (x) =

{
1− e−λx ïðè x > 0,
0 ïðè x < 0.

(17.27)

M(ξ) =
1

λ
; D(ξ) =

1

λ2
. (17.28)
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Ïðèìåð 17.24. Äëÿ êàêîãî çíà÷åíèÿ a ôóíêöèÿ f(x) = ae−λx ïðè
x > 0 è f(x) = 0 ïðè x < 0 ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïîêàçàòåëüíîãî
çàêîíà?

Ð å ø å í è å: Òàê êàê f(x) = 0 ïðè x < 0, òî
∞∫
0

f(x)dx =

∞∫
0

ae−λxdx = 1.

Îòñþäà

−a
λ
e−λx

∣∣∣∞
0

= 1 ⇒ a/λ = 1 ⇒ λ = a.

Îòâåò: a = λ.

Ïðèìåð 17.25. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó (17.26) ñ ïàðàìåòðîì λ = 0,07. Íàéòè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå
èñïûòàíèÿ ξ ïîïàä¼ò â èíòåðâàë (2, 10).

Ð å ø å í è å: Ñ ó÷¼òîì (17.28) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåM(ξ) =
= 1/λ = 1/0,07 = 100/7. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå
(17.27) äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü íàéäåì êàê
ïðèðàùåíèå ýòîé ôóíêöèè íà èíòåðâàëå (2, 10):

P (2 < ξ < 10) = F (10)− F (2) = 1− e−0,7 − 1 + e−0,14 ≈
≈ 0,8694− 0,4966 = 0,3728 ≈ 0,373.

Ýòó æå âåðîÿòíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü êàê

P (2 < ξ < 10) =

10∫
2

0,07e−0,07tdt = −e−0,07t
∣∣∣10
2

≈ 0,373.

Îòâåò: P (2 < ξ < 10) ≈ 0,373.
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17.17. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 17.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ, åñëè å¼ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò âèä:

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 . (17.29)

Ýòîò ôàêò çàïèñûâàòü òàê: ξ ∼ N(a; σ).
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè a è σ.
Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà:

F (x) = 0,5 + Φ

(
x− a

σ

)
, (17.30)

ãäå Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïàðàìåòðû a è σ èìåþò
ïðîñòîé âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë:

M(ξ) = a; D(ξ) = σ2; σ(ξ) = σ. (17.31)

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ íîðìàëüíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû â çàäàííûé èíòåðâàë:

P{x1 6 ξ < x2} = Φ
(x2 − a

σ

)
− Φ

(x1 − a

σ

)
. (17.32)

Âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ

P{|ξ − a| < ε} = 2Φ
( ε
σ

)
. (17.33)
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Ïðèìåð 17.26. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó
çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a = 3, σ = 2.
Íàéòè: à) P (2 < ξ < 3), á) P (|ξ − 3| < 0,1), â) P (|ξ − 2| < 2).

Ð å ø å í è å: à) Ïî ôîðìóëå (17.32) èìååì:

P (2 < ξ < 3) = Φ

(
3− 3

2

)
− Φ

(
2− 3

2

)
= Φ(0)− Φ(−0,5) =

= Φ(0) + Φ(0,5) ≈ 0 + 0,192 = 0,192.
á) Òàê êàê a = 3, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåðàâåíñòâà

|ξ − 3| < 0,1, ïðèìåíèì ôîðìóëó (17.33), ãäå ε = 0,1. Â ýòîì ñëó÷àå

P (|ξ − 3| < 0,1) = 2Φ

(
0,1

2

)
= 2Φ(0,05) ≈ 2 · 0,0239 = 0,048.

â)Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëó (17.33) ïðèìåíÿòü íåëüçÿ. Ïðèìåíÿåì îá-
ùóþ ôîðìóëó (17.32).

P (|ξ − 2| < 2) = P (0 < ξ < 4) = Φ

(
4− 3

2

)
− Φ

(
0− 3

2

)
=

= Φ(0,5)− Φ(−1,5) =≈ 0,1915 + 0,4332 = 0,6247.
Îòâåò: P (2 < ξ < 3) ≈ 0,192; P (|ξ − 3| < 0,1) ≈ 0,048;

P (|ξ − 2| < 2) ≈ 0,625.
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Ïðèìåð 17.27. Äèàìåòð ïîäøèïíèêîâ, âûïóñêàåìûõ çàâîäîì, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, ðàñïðåäåë¼ííóþ ïî íîðìàëü-
íîìó çàêîíó ñ a = 15 ìì è σ = 0,4 ìì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü áðàêà
P ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçðåøàåòñÿ äîïóñê äëÿ äèàìåòðà ïîäøèïíèêà
±0,8 ìì. Êàêóþ òî÷íîñòü äèàìåòðà ïîäøèïíèêà ìîæíî ãàðàíòè-
ðîâàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,92?

Ð å ø å í è å: Òàê êàê çäåñü îòêëîíåíèå ε = 0,8, òî, ñîãëàñíî
(17.33),

P (|ξ − 15| < 0,8) = 2 · Φ
(0,8
0,4

)
= 2 · Φ(2) ≈ 2 · 0,4772 = 0,954.

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü áðàêà íàéäåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî ñîáûòèÿ: P = 1− 0,954 = 0,046.

Âî âòîðîé ÷àñòè çàäà÷è, íàîáîðîò, çàäàíà âåðîÿòíîñòü P (|ξ − a| < ε)
è íóæíî íàéòè îòêëîíåíèå ε.

Ïîäñòàâèì èçâåñòíûå äàííûå â ôîðìóëó (17.33). Òîãäà

0,92 = 2 · Φ(ε/0,4), Φ(ε/0,4) = 0,46.

Èç òàáëèöû íàéäåì, ÷òî ε/0,4 = 1,75 èëè ε = 0,7 ìì.
Îòâåò: P ≈ 0,05, ε = 0,7.
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17.18. Äâóìåðíûå äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 17.7. Çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé äâóìåð-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàþò ïåðå÷åíü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ýòîé âåëè÷èíû, ò.å. ïàð ÷èñåë (xi; yj), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, è
èõ âåðîÿòíîñòåé pij = P (ξ = xi; η = yj).

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äâóìåðíîé äèñêðåòíûå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû çàäàåòñÿ â âèäå òàáëèöû ñ äâîéíûì âõîäîì, â êîòîðîé óêàçûâà-
þò âñå çíà÷åíèÿ xi, yi è âåðîÿòíîñòè pij.

ξ\η y1 . . . yj . . . ym

x1 p11 . . . p1j . . . p1m
...

...
. . .

...
. . .

...
xi pi1 . . . pij . . . pim
...

...
. . .

...
. . .

...
xn pn1 . . . pnj . . . pnm
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Ïðèìåð 17.28. Çàäàíà äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
(ξ, η):

ξ\η 4 7 8
3 0,1 0,2 0,1
5 0,3 0,1 0,2

Íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ξ è η, ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ξ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå η è êîððåëÿöèîííûé
ìîìåíò Kξη.

I Ñëîæèâ âåðîÿòíîñòè ïî ñòðîêàì, ïîëó÷èì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
ñîñòàâëÿþùåé ξ:

ξ 3 5
p 0,4 0,6

Åñëè ñëîæèì âåðîÿòíîñòè ïî ñòîëáöàì, òî ïðèäåì ê çàêîíó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùåé η:

η 4 7 8
p 0,4 0,3 0,3

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíèõ òàáëèö ëåãêî íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ:

M(ξ) = 3 · 0,4 + 5 · 0,6 = 4,2,

M(η) = 4 · 0,4 + 7 · 0,3 + 8 · 0,3 = 6,1.

Óìíîæàÿ çíà÷åíèÿ xi íà yj êîìïîíåíòîâ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ; η)
ξ è η è â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòåé ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ pij èç çàêîíà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξη:

ξη 12 20 21 24 36 40
P 0,1 0,3 0,2 0,1 0,1 0,2

M(ξη) = 12 · 0,1+ 20 · 0,3+ 21 · 0,2+ 24 · 0,1+ 36 · 0,1+ 40 · 0,2 = 25,4
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (11.8) íàéä¼ì êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò

K
ξη

=M(ξ · η)−M(ξ) ·M(η) = 25,4− 4,2 · 6.1 = −0,22. J
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Ïðèìåð 17.29. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äâóìåð-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ η f(x; y) = a(x2 + xy) â êâàäðàòå
D : 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 2 è f(x, y) = 0 âíå óêàçàííîãî êâàäðàòà.
Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé a, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîì-
ïîíåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ η, ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ è êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò.

IÏîñòîÿííóþ a íàéäåì èç óñëîâèÿ
2∫

0

2∫
0

f(x, y)dxdy = 1.

Òîãäà

a

2∫
0

dx

2∫
0

(x2 + xy)dy = 1

è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî y ïîëó÷èì:

a

2∫
0

(
2x+

8

3

)
dx = 1.

Âû÷èñëÿÿ îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ:
a · 28/3 = 1. Îòñþäà ïîëó÷èì çíà÷åíèå a = 3/28.

Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ áóäåò

f(x; y) =

{
3

28
(x2 + xy), åñëè (x; y) ∈ D,

0, åñëè (x; y) /∈ D.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η îïðåäåëÿòñÿ
êàê

M(ξ) =

2∫
0

2∫
0

xf(x, y)dxdy =
3

28

2∫
0

xdx

2∫
0

(x2 + xy)dy =
10

7
,

M(η) =

2∫
0

2∫
0

yf(x, y)dxdy =
3

28

2∫
0

dx

2∫
0

y(x2 + xy)dy =
8

7
.

Íàéä¼ì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ η.

Ïðè x ∈ [0; 2]
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fξ(x) =

∞∫
−∞

f(x; y)dy =
3

28

2∫
0

(x2+xy)dy =
3

28

(
x2y + x

y2

2

) ∣∣∣∣2
0

=
3

14
(x2+x).

fξ(x) =

{
0, åñëè x /∈ [0; 2],
3

14
(x2 + x), åñëè x ∈ [0; 2].

Ïðè y ∈ [0; 2]

fη(y) =

∞∫
−∞

f(x; y)dx =
3

28

2∫
0

(x2+xy)dx =
3

28

(
x3

3
+
x2y

2

) ∣∣∣∣2
0

=
3

28

(
8

3
+ 2y

)
.

fη(y) =


0, åñëè y /∈ [0; 2],
3

28

(
8

3
+ 2y

)
, åñëè y ∈ [0; 2].

Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèÿ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ïëîòíîñòè: 1)

f(x) > 0 è 2)
∞∫

−∞
f(x)dx = 1. Ïåðâîå ñâîéñòâî äëÿ îáåèõ ôóíêöèé

âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. íà îòðåçêå [0; 2] îíè íåîòðèöàòåëüíû, à âíå åãî ðàâíû
íóëþ.

∞∫
−∞

fξ(x)dx =

2∫
0

3

14
(x2 + x)dx =

3

14

(
x3

3
+
x2

2

) ∣∣∣∣2
0

=
3

14

(
8

3
+ 2

)
= 1.

∞∫
−∞

fη(y)dy =

2∫
0

3

28

(
8

3
+ 2y

)
dy =

3

28

(
8

3
y + y2

) ∣∣∣∣2
0

=
3

28

(
16

3
+ 4

)
= 1.

Îñòàëîñü íàéòè êîððåëÿöèîííûé ìîìåíò.

Kξ η =M(ξ η)−M(ξ)M(η)
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M(ξ η) =
∞∫

−∞

∞∫
−∞

f(x; y)dxdy =
3

28

2∫
0

2∫
0

(x2 + xy)dxdy =

=
3

28

2∫
0

(
x2y + x

y2

2

) ∣∣∣∣2
0

dx =
3

28

2∫
0

(2x2 + 2x) dx =

=
3

28

(
2x3

3
+ x2

) ∣∣∣∣2
0

=
3

28

(
16

3
+ 4

)
= 1.

Kξ η =M(ξ η)−M(ξ)M(η) = 1− 10

7
· 10
7

= −31

49
.

J
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17.19. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó

Îïðåäåëåíèå 17.8. Ìåäèàíà � çíà÷åíèå âàðèàíòû, äëÿ êîòî-
ðîãî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íàõîäÿùèõñÿ ñëåâà è ñïðàâà, îäèíàêîâî.

Ò.å., çíà÷åíèå Me, ïðè êîòîðîì F ∗(Me) = 0,5.
Äëÿ ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè ìåäèàíà âû÷èñëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èññëåäóåìàÿ âûáîðêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîð-
òèðóåòñÿ â ïîðÿäêå íå óáûâàíèÿ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ. Äàëåå, åñëè îáú-
¼ì âûáîðêè íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî Me = x(n+1)/2, èíà÷å Me = (xn/2 +
+ xn/2+1)/2.

Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà {1, 3, 5, 7, 9, 9, 12} ìåäèàíà ðàâ-
íà ÷åòâ¼ðòîìó ýëåìåíòóMe = 7, à äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà {1, 3, 5, 7, 9, 12}
ìåäèàíà ðàâíà ñðåäíåìó òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ýëåìåíòîâ
Me = (5 + 7)/2 = 6.

Îïðåäåëåíèå 17.9. Ìîäîé M0 íàçûâàåòñÿ âàðèàíòà, êîòîðàÿ
èìååò íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ÷àñòîòàìè.

Â âàðèàöèîííîì ðÿäó ìîäà � ýòî òà âàðèàíòà, êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ ÷àñòîòà.

Äëÿ ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè ìîäà âû÷èñëÿåòñÿ ïðî-
ñòûì ïîäñ÷åòîì.

Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàöèîííîãî ðÿäà {2, 2, 4, 5, 5, 5, 5, 6, 6, 7},
MO = 5, ò.ê. çíà÷åíèå 5 âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå äðóãèõ.

Ïðîñòåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷-
íîå ñðåäíåå, êîòîðîå äëÿ ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi. (17.34)

Åñëè äàííûå ñãðóïïèðîâàíû, òî:

x̄ =
1

n

k∑
i=1

mi · xi. (17.35)

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îòíî-
ñèòåëüíî å¼ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = (x− x̄)2 (17.36)
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äëÿ ïðîñòîé ñîâîêóïíîñòè è

S2 =
1

n

k∑
i=1

mi(xi − x̄)2 (17.37)

äëÿ ñãðóïïèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

S =
√
S2 (17.38)

íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíè-
åì (ÑÊÎ).

Íà ïðàêòèêå âìåñòî ôîðìóëû (17.36) áûâàåò óäîáíåå ïðèìåíÿòü
äðóãóþ:

S2 =
1

n

n∑
i=1

x2i − (x̄)2 = x2 − x2 (17.39)

äëÿ ïðîñòîé ñîâîêóïíîñòè è

S2 =
1

n

k∑
i=1

mix
2
i − (x̄)2 (17.40)

äëÿ ñãðóïïèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðè ìàëûõ îáú¼ìàõ âûáîðêè n äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè σ2 èñïîëü-

çóþò èñïðàâëåííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S∗2 :

S∗2 =
n

n− 1
S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2. (17.41)

Îöåíêà S∗2 ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé, ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äèñ-
ïåðñèè σ2.

Ôîðìóëà (17.41) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü S∗2 äëÿ ïðîñòîé ñîâîêóïíî-
ñòè. Äëÿ ñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ èñïîëüçóþò àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó
(17.42):

S∗2 =
1

n− 1

k∑
i=1

mi(xi − x̄)2. (17.42)

Çàìå÷àíèå 17.2. Èñïðàâëåííîå ÑÊÎ S∗ ÿâëÿåòñÿ íåñìåù¼ííîé

îöåíêîé ÑÊÎ S.
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Ïðèìåð 17.30. Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëå÷åíà âûáîðêà:

xi 0,9 1 1,2 1,4 1,5
mi 10 25 20 15 10

Íàéòè ìîäó, ìåäèàíó, íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ è íåñìå-
ù¼ííîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

Ð å ø å í è å:
Îáú¼ì âûáîðêè n = 10 + 25 + 20 + 15 + 10 = 80.
Ìîäà Mo = 1, ìåäèàíà Me = 1,2.
Íàéäåì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

x̄ =
1

n

n∑
k=1

mixi =
1

80
(10 · 0,9+25 · 1+20 · 1,2+15 · 1,4+10 · 1,5) = 1,175.

Íàõîäèì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ:

S2 = x2 − (x̄)2 =
1

n

k∑
i=1

mix
2
i − 1,1752 =

=
1

80
(10 · 0,92 + 25 · 12 + 20 · 1,22 + 15 · 1,42 + 10 · 1,52)− (1,175)2 =

= 113,8− 1,380625 ≈ 0,04187.
Íåñìåù¼ííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà

S∗2 =
80

79
S2 ≈ 0,042405.

Íåñìåù¼ííîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

S∗ =
√
0,042405 ≈ 0,206.

Ïðèìåð 17.31. Ïîëó÷åíà ÷èñëîâàÿ âûáîðêà {1; 2; 1; 2; 6; 3; 1; 4;
6; 1; 4; 6; 6; 2; 6; 6; 7; 8; 2, 6} íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàé-
òè å¼ ìîäó, ìåäèàíó, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, èñïðàâëåííóþ âûáîðî÷íóþ
äèñïåðñèþ è ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ð å ø å í è å:
Îáúåì âûáîðêè n = 20. Ñãðóïïèðóåì ðåçóëüòàòû âûáîðêè â òàá-

ëèöó.

xi 1 2 3 4 6 7 8
mi 4 4 1 2 7 1 1

Ìîäà ðàâíà 6, ìåäèàíà 4.
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Íàéä¼ì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄ è íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñ-
ïåðñèþ S∗2.

x̄ =
1 · 4 + 2 · 4 + 3 · 1 + 4 · 2 + 6 · 7 + 7 · 1 + 8 · 1

20
=

80

20
= 4.

x2 =
12 · 4 + 22 · 4 + 32 · 1 + 42 · 2 + 62 · 7 + 72 · 1 + 82 · 1

20
=

426

20
= 21,3.

S∗2 =
20

19

(
x2 − (x̄)2

)
= 21,3− 16 ≈ 5,579.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè F ∗(x) ðàñïðåäåëåíèÿ íà-
õîäèì ìàññèâ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò P ∗.

P ∗ = {mi/n} = {4/20, 4/20, 1/20, 2/20, 7/20, 1/20, 1/20}.

F ∗(x) =



0, x 6 1,
4/20, x > 1x 6 2,
8/20, x > 2x 6 3,
9/20, x > 3x 6 4,
11/20, x > 4x 6 6,
18/20, x > 6x 6 7,
19/20, x > 7x 6 8,
1, x > 8.
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Ïðèìåð 17.32. Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëå÷åíà âûáîðêà
îáú¼ìà n = 50, ðåçóëüòàòû êîòîðîé ñãðóïïèðîâàíû ñ ïîñòîÿííûì
ðàçìàõîì èíòåðâàëà h=4 è ïîìåùåíû â òàáëèöó.

i 1 2 3 4 5 6
(xi; xi+1] (10; 14] (14; 18] (18; 22] (22; 26] (26; 30] (30; 34]
mi 4 11 15 12 6 2

1) Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ïî ñãðóïïè-
ðîâàííûì äàííûì, ãäå mi � ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ âàðèàíò â ïðîìåæó-
òîê (xi; xi+1].

2) Íà îñíîâàíèè äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè âûáîðî÷íóþ ñðåä-
íþþ x, íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S∗2.

1) IÍàõîäèì âåêòîð îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò íàáëþäåíèé, ïîïàâøèõ

â i-òûé èíòåðâàë P ∗
i =

mi

n
.

P ∗ = {4/50, 11/50, 15/50, 12/50, 6/50, 2/50} =
= {0.08, 0.22, 0.3, 0.24, 0.12, 0.04}.

Äåëèì ïîëó÷åííûé âåêòîð îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò íà ðàçìàõ èí-
òåðâàëîâ h = 4, ïîëó÷àåì âåêòîð ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû.
P ∗

h
= {4/200, 11/200, 15/200, 12/200, 6/200, 2/200} =

= {0.02, 0.055, 0.075, 0.06, 0.03, 0.01}.
Ñòðîèì ãðàôèê, ðèñ. 58, ñîñòîÿùèé èç øåñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ

øèðèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 4, à âûñîòà
P ∗
i

h
. Ïëîùàäü ïîëó÷åí-

íîé ôèãóðû ðàâíà 1. Åñëè óâåëè÷èâàòü îáú¼ì âûáîðêè è êîëè÷åñòâî
èíòåðâàëîâ, òî âåðõíÿÿ ëèíèÿ ãèñòîãðàììû ïðèáëèæàåòñÿ ê ôóíêöèè
ïëîòíîñòè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû.

2) IÍàõîäèì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ x, íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ
äèñïåðñèþ S∗2.

Ïðè çàäàíèè âûáîðêè â âèäå ãðóïïîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èíòåð-
âàëàì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé, ÷àñòîòû îòíî-
ñÿò ê öåíòðó èíòåðâàëîâ (ìàññèâ êîîðäèíàòD = {12, 16, 20, 24, 28, 32}).

Ïî ôîðìóëå (17.35) íàõîäèì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ x̄ =
1

n

k∑
i=1

midi =

=
1

50
(4 · 12 + 11 · 16 + 15 · 20 + 12 · 24 + 6 · 28 + 2 · 32) = 20,88.

Ïî ôîðìóëå (17.39) íàõîäèì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ
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Ðèñ. 58. Ãèñòîãðàììà

x2 =
1

n

k∑
i=1

mi · d2i =

=
1

50
(4 · 122 + 11 · 162 + 15 · 202 + 12 · 242 + 6 · 282 + 2 · 322) = 461,12.

S2 = x2 − (x̄)2 = 461,12− 20,882 = 25,146.
Ïî ôîðìóëå (17.41) íàõîäèì íåñìåù¼ííóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåð-

ñèþ:

S∗2 =
n

n− 1
S2 =

50

49
· 25,146 = 25,659.

Íåñìåù¼ííîå âûáîðî÷íîå ñðåäíå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

S∗ =
√
S∗2 = 5,066.

Ïðèìåð 17.33. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îöåíêè ñ íà-
äåæíîñòüþ 0,99 íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ a íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
σ = 3, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x̄ = 32 è îáú¼ì âûáîðêè n = 36.

Íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë èç ëåêöèè 7.

Îïðåäåëåíèå 17.10. Äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ íåñìåù¼í-
íîãî ïàðàìåòðà a íàçûâàþò èíòåðâàë (a1; a2) ñî ñëó÷àéíûìè ãðàíè-
öàìè, çàâèñÿùèìè îò íàáëþäåíèé: a1 = a1(x1, . . . , xn), a2 =
= a2(x1, . . . , xn), íàêðûâàþùèé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ñ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ γ: P{a ∈ (a1; a2)} = γ. Âåðîÿòíîñòü γ íàçûâàåòñÿ
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èëè íàäåæíîñòüþ äîâåðèòåëüíîãî èí-
òåðâàëà.

Îáû÷íî γ çàäàþò ðàâíûì 0,95; 0,99 è áîëåå.
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Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë Iγ äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè èìå-
åò âèä:

Iγ

(
x̄− τ γ

2

σ√
n
; x̄+ τ γ

2

σ√
n

)
, (17.43)

ãäå âåëè÷èíà τ γ
2

îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

Φ(τ γ
2

) =
γ

2
(17.44)

Ð å ø å í è å: Â äàííîì ïðèìåðå âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì
(17.43). Ïîñêîëüêó çäåñü γ = 0,99, òî ïàðàìåòð τ γ

2
íàéäåì ñ ïîìîùüþ

ðàâåíñòâà:

Φ(τ γ
2
) =

γ

2
=

0,99

2
= 0,495.

Îòñþäà ïî òàáëèöàì ôóíêöèè Ëàïëàñà îïðåäåëèì τ γ
2
= 2,57. Çäåñü

ëåâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà

x̄− τ γ
2
· σ√

n
= 32− 2,57 · 3

6
= 32− 1,285 = 30,715.

Ïðàâàÿ ãðàíèöà îïðåäåëèòñÿ êàê 32 + 1,285 = 33,285. Òàêèì îáðà-
çîì, èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ a áóäåò

30,715 < a < 33,285.
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Ïðèìåð 17.34. Èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëå÷åíà âûáîðêà
îáú¼ìà n = 16:

xi 3,5 4,1 4,7 5,4 5,6 6,2
mi 2 3 2 4 3 2

Îöåíèòü ñ íàäåæíîñòüþ 0,95 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a íîðìàëü-
íî ðàñïðåäåë¼ííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó ñ
ïîìîùüþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë Iγ äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè
èìååò âèä:

Iγ

(
x̄− tγ

S∗
√
n
; x̄+ tγ

S∗
√
n

)
, (17.45)

ãäå âåëè÷èíà tγ îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå ïðèëîæåíèÿ 3 êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà äëÿ α = 1− γ è k = n− 1.

Ð å ø å í è å: Â äàííîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ íåèçâåñòíà è äîâåðèòåëü-
íûé èíòåðâàë îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (17.45). Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå
âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (17.35):

x̄ =
1

16
(2 · 3, 5 + 3 · 4,1 + 2 · 4,7 + 4 · 5,4 + 3 · 5,6 + 2 · 6,2) ≈ 4,969.

Âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ óäîáíåå èñêàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ
(17.40):

S2 =
1

16

6∑
i=1

mix
2
i − 4,9692 ≈ 2,426.

Ñîãëàñíî (17.41), èñïðàâëåííàÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

S∗2 =
16

15
· 2,426 = 2,587.

Îòñþäà íàõîäèì èñïðàâëåííîå ÑÊÎ S∗ ≈ 1,608. Ïðè α = 1− γ =
= 0,05 è ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû n− 1 = 15 èç òàáëèöû ïðèëîæåíèÿ 3
îïðåäåëèì tγ = 2,13. Íàõîäèì ðàäèóñ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

ε = tγ ·
S∗
√
n
≈ 0,8356.

Íàõîäèì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

Iγ = [x̄− ε; x̄− ε] = [4,133; 5,805].
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Ïðèìåð 17.35. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ïðè ýòîì èçâåñòíî ñðåäíå êâàäðàòè÷åñêîå
îòêëîíåíèå σ = 2.

1) Ñ íàäåæíîñòüþ γ1 = 0,9, γ1 = 0,95 è γ2 = 0,99 íàéòè äîâå-
ðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, åñëè îáúåì âûáîðêè n = 40 è ñðåäíåå âûáîðî÷-
íîå x = −5.

2) Êàê èçìåíèòñÿ ðàäèóñû äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïðè óâå-
ëè÷åíèè îáú¼ìà âûáîðêè â ÷åòûðå ðàçà òåõ æå çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî
êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ è íàä¼æíîñòè.

Ð å ø å í è å:
Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè èìååò âèä

(17.43):
(
x̄− τγ/2

σ√
n
; x̄+ τγ/2

σ√
n

)
, ãäå âåëè÷èíà τγ/2 îïðåäåëÿåòñÿ èç

óðàâíåíèÿ (17.44): Φ(τγ/2) =
γ
2
.

1) Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ âåëè÷èí τγ1/2, τγ2/2, τγ3/2.

Φ(τγ1/2) =
γ1
2

=
0,9

2
= 0,45.

Îòñþäà, ïî òàáëèöàì ôóíêöèè Ëàïëàñà îïðåäåëèì τγ1/2 = 1,65.
Àíàëîãè÷íî,

Φ(τγ2/2) = 0,475 ⇒ τγ1/2 = 1,96.

Φ(τγ3/2) = 0,495 ⇒ τγ1/2 = 2,58.

Íàõîäèì ðàäèóñû äîâåðèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ ϵi, i = 1, 2, 3,

ϵi = τγi/2
σ√
n
.

ϵ1 = 0,522; ϵ2 = 0,620; ϵ3 = 0,816.
Ìû âèäèì, ÷òî ðàäèóñû äîâåðèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ ñ óâåëè÷åíèåì

íàä¼æíîñòè ðàñøèðÿþòñÿ.
Íàõîäèì äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.
I1 = [−5,522;−4,478]; I2 = [−5,62;−4,38]; I3 = [−5,816;−4,184].
2) Ïðè óâåëè÷åíèè îáú¼ìà âûáîðêè â ÷åòûðå ðàçà, ðàäèóñ äîâåðè-

òåëüíîãî èíòåðâàëà óìåíüøèòüñÿ â äâà ðàçà
ϵ1 = 0,261; ϵ1 = 0,310; ϵ1 = 0,409
è äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû áóäóò ðàâíû

I1 = [−5,261;−4,439]; I2 = [−5,31;−4,69]; I3 = [−5,408;−4,592].
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

ÏÐÈËÎÆÅÍÈE 1

Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) =
1√
2π

e−x2/2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973

0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918

0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825

0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697

0,4 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538

0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352

0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144

0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920

0,8 2897 2874 2850 2827 2803 7802 2756 2732 2709 2685

0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203

1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736

1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315

1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127

1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957

1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804

1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669

1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû ïðèëîæåíèÿ 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449

2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363

2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0217 0310 0303 0297 0290

2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229

2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180

2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139

2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107

2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081

2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061

2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0045

3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034

3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025

3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018

3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013

3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009

3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006

3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004

3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003

3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002

3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

ϕ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
(t−a)2

2σ2 dt.
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Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè Ô(x) =
1√
2π

x∫
0

e−z2/2dz

x Ô(x) x Ô(x) x Ô(x) x Ô(x)
0,00 0,0000 0,32 0,1255 0,64 0,2389 0,96 0,3315
0,01 0,0040 0,33 0,1293 0,65 0,2422 0,97 0,3340
0,02 0,0080 0,34 0,1331 0,66 0,2454 0,98 0,3365
0,03 0,0120 0,35 0,1368 0,67 0,2486 0,99 0,3389
0,04 0,0160 0,36 0,1406 0,68 0,2517 1,00 0,3413
0,05 0,0199 0,37 0,1443 0,69 0,2549 1,01 0,3438
0,06 0,0239 0,38 0,1480 0,70 0,2580 1,02 0,3461
0,07 0,0279 0,39 0,1517 0,71 0,2611 1,03 0,3485
0,08 0,0319 0,40 0,1554 0,72 0,2642 1,04 0,3508
0,09 0,0359 0,41 0,1591 0,73 0,2673 1,05 0,3531
0,10 0,0398 0,42 0,1628 0,74 0,2703 1,06 0,3554
0,11 0,0438 0,43 0,1664 0,75 0,2734 1,07 0,3577
0,12 0,0478 0,44 0,1700 0,76 0,2764 1,08 0,3599
0,13 0,0517 0,45 0,1736 0,77 0,2794 1,09 0,3621
0,14 0,0557 0,46 0,1772 0,78 0,2823 1,10 0,3643
0,15 0,0596 0,47 0,1808 0,79 0,2852 1,11 0,3665
0,16 0,0636 0,48 0,1844 0,80 0,2881 1,12 0,3686
0,17 0,0675 0,49 0,1879 0,81 0,2910 1,13 0,3708
0,18 0,0714 0,50 0,1915 0,82 0,2939 1,14 0,3729
0,19 0,0753 0,51 0,1950 0,83 0,2967 1,15 0,3749
0,20 0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2995 1,16 0,3770
0,21 0,0832 0,53 0,2019 0,85 0,3023 1,17 0,3790
0,22 0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3051 1,18 0,3810
0,23 0,0910 0,55 0,2088 0,87 0,3078 1,19 0,3830
0,24 0,0948 0,56 0,2123 0,88 0,3106 1,20 0,3849
0,25 0,0987 0,57 0,2157 0,89 0,3133 1,21 0,3869
0,26 0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,22 0,3883
0,27 0,1064 0,59 0,2224 0,91 0,3186 1,23 0,3907
0,28 0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 1,24 0,3925
0,29 0,1141 0,61 0,2291 0,93 0,3238 1,25 0,3944
0,30 0,1179 0,62 0,2324 0,94 0,3264
0,31 0,1217 0,63 0,2357 0,95 0,3289
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû ïðèëîæåíèÿ 2

x Ô(x) x Ô(x) x Ô(x) x Ô(x)
1,26 0,3962 1,59 0,4441 1,92 0,4726 2,50 0,4938
1,27 0,3980 1,60 0,4452 1,93 0,4732 2,52 0,4941
1,28 0,3997 1,61 0,4463 1,94 0,4738 2,54 0,4945
1,29 0,4015 1,62 0,4474 1,95 0,4744 2,56 0,4948
1,30 0,4032 1,63 0,4484 1,96 0,4750 2,58 0,4951
1,31 0,4049 1,64 0,4495 1,97 0,4756 2,60 0,4953
1,32 0,4066 1,65 0,4505 1,98 0,4761 2,62 0,4956
1,33 0,4082 1,66 0,4515 1,99 0,4767 2,64 0,4959
1,34 0,4099 1,67 0,4525 2,00 0,4772 2,66 0,4961
1,35 0,4115 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,68 0,4963
1,36 0,4131 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,70 0,4965
1,37 0,4147 1,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 0,4967
1,38 0,4162 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969
1,39 0,4177 1,72 0,4573 2,10 0,4821 2,76 0,4971
1,40 0,4192 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973
1,41 0,4207 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 0,4974
1,42 0,4222 1,75 0,4599 2,16 0,4846 2,82 0,4976
1,43 0,4236 1,76 0,4608 2,18 0,4854 2,84 0,4977
1,44 0,4251 1,77 0,4616 2,20 0,4861 2,86 0,4979
1,45 0,4265 1,78 0,4625 2,22 0,4868 2,88 0,4980
1,46 0,4279 1,79 0,4633 2,24 0,4875 2,90 0,4981
1,47 0,4292 1,80 0,4641 2,26 0,4881 2,92 0,4982
1,48 0,4306 1,81 0,4649 2,28 0,4887 2,94 0,4984
1,49 0,4319 1,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 0,4985
1,50 0,4332 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,98 0,4986
1,51 0,4345 1,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00 0,49865
1,52 0,4357 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,20 0,49931
1,53 0,4370 1,86 0,4686 2,38 0,4913 3,40 0,49966
1,54 0,4382 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,60 0,499841
1,55 0,4394 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,80 0,499928
1,56 0,4406 1,89 0,4706 2,44 0,4927 4,00 0,499968
1,57 0,4418 1,90 0,4713 2,46 0,4931 4,50 0,499997
1,58 0,4429 1,91 0,4719 2,48 0,4934 5,00 0,499997
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 3
Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà

×èñëî Óðîâåíü çíà÷èìîñòè α
ñòåïåíåé (äâóñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü)
ñâîáîäû k 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001

1 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637,0
2 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6
3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86
6 1,94 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96
7 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40
8 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77
24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
29 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
∞ 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29


